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摘要 利用折叠模型计算得到折叠势实部并结合Koning和Delaroche光学势的虚部, 计算分析了质子

与 30—40S的弹性散射数据. 通过引入Woods-Saxon势下核壳模型单体密度矩阵, 消除了折叠模型计算

中常用的定域近似. 分析比较了定域近似对折叠势以及弹性散射截面计算的影响. 计算结果与折叠模

型以及JLM模型计算结果进行了比较.
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1 引言

尽管唯象光学势
[1, 2]
已经广泛地应用于核数据

的计算分析, 但是其对实验数据的依赖、众多的参

数以及参数的不确定性也限制了其在一些领域的应

用. 微观或半微观光学势[3—7]
的发展已经有很长的

历史了, 它基于核多体理论, 利用核子–核子 (NN)相

互作用势
[8, 9]
和核结构信息来描述入射粒子和靶核

的相互作用, 在一定程度上克服了唯象光学势应用

上的困难. 近年来, 微观光学势的发展取得了较大进

展
[10—12], 能更精确和广泛地描述和预言实验数据.

常用的微观光学势有Jeukenne,Lejeune和Mahaux提

出的JLM模型[3, 12]
和基于Feshbach核反应理论[13]

的

折叠模型
[4—7, 10]. JLM模型利用Brückner-Hartree-

Fock(BHF)理论计算核物质中的质量算符, 由质量

算符得到核物质中的光学势, 然后通过局域密度近

似(LDA)得到有限核的光学势. 折叠模型利用BHF理

论构造有限核中有效NN相互作用势, 将核密度对有

效相互作用做“折叠(folding)”得到光学势.

折叠模型的两个关键是对核介质中两个核子相互

作用的描述和对靶核状态的描述, 因此折叠模型的改

进和发展大都集中在这两个方面. 通常折叠模型采用

基于Paris势G矩阵元
[9]
的有效NN相互作用M3Y描

述核子间的相互作用, 采用核子密度分布来描述靶核

状态. 密度无关有效相互作用M3Y[9]
的折叠势只能在

入射能比较低的情况下描述实验数据
[6]. 为了更好地

描述实验数据, 在M3Y有效相互作用中引入了密度相

关因子
[14, 15], 称为DDM3Y, 后来又进一步发展了能

够同时给出光学势以及核物质性质的密度相关有效相

互作用
[16].

在折叠模型中, 折叠势的能量相关不仅来源于有

效相互作用势的能量相关性, 也来源于交换项的自恰

计算, 如何计算好交换项在折叠模型中是很重要的,

而交换项的计算又与单体密度矩阵密切相关, 因此单

体密度矩阵的计算对折叠势有直接的影响. 常用的折

叠模型中, 单体密度矩阵是从核子密度分布通过定域

近似 (Local Approximation, 以下简称LA)而近似求

出的, 后来又提出过多种近似形式[17—19]
来模拟单体

密度矩阵. Ismail[20]、Soubbotin[21]
先后考察过LA近

似的有效性, Khoa还考察过LA近似对光学势分析的

影响
[22]. 在他们的分析中, 以谐振子势下壳模型给出

的单体密度矩阵作为标准值, 与通过LA近似由核子

密度分布近似得到的单体密度矩阵进行比较. Ismail

发现通过 LA近似计算的单体密度矩阵与标准值相比
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最大有20%不确定度, 而Khoa认为LA近似对折叠势

计算的影响仅有1%, 很明显不同的作者对LA近似的

影响有不同的观点, 为此需要对LA近似做进一步的

考察. 由于谐振子势不能很好地描述原子核的表面附

近的相互作用, 本工作中, 给出一个比较符合实际的

Woods-Saxon势下壳模型的单体密度矩阵的计算方

法, 并作为标准值, 进一步考察了LA近似的可靠性,

以及对弹性散射截面计算的影响.

第二节, 简要介绍折叠模型理论; 第三节给出

Woods-Saxon势下壳模型单体密度矩阵的数值计算方

法; 第四节将折叠势应用于分析p+30—40S弹性散射数

据, 并与微观光学势JLM模型的计算结果比较, 还讨

论LA近似的影响; 第五节总结本文.

2 理论模型

2.1 折叠模型

折叠模型的详尽说明可见文献 [6], 这里只做简

要介绍. 在Feshbach核反应理论[13]
的一阶近似下, 核

子–核光学势可以写为Hartree-Fock形式

Vi =
∑
j6A

[〈ij|vd|ij〉+〈ij|vex|ji〉] (1)

其中vd和vex分别是入射核子 i与靶核子 j之间有效相

互作用的直接项和交换项, A为靶核质量数. 由于核

子–靶核系统十分复杂, 相互作用涉及多重自由度, 光

学势应是非定域势. 精确地处理非定域项很困难, 在

实际计算中通常假定可将相对运动近似地处理为平面

波而得到光学势的定域形式
[4, 5]

V (E,r)= Vd(E,r)+Vex(E,r), (2)

其中r为入射核子的位置矢量, Vd和Vex是光学势的

直接项和交换项, 分别表示为

Vd(E,r)=
∫
ρ(r′)vd(ρ,E,s)dr′, (3)

Vex(E,r)=
∫
ρ(r,r′)vex(ρ,E,s)j0(k(E,r)s)dr′, (4)

这里r′是靶核子的位置矢量, s是靶核子与入射粒子

的位置之差, 即s = r′−r. ρ(r,r′)为靶核的单体密度

矩阵, ρ(r)是靶核的密度分布, 即ρ(r) = ρ(r,r′ = r),

j0(x)是零阶贝塞尔函数, k(E,r)为相对运动的定域动

量, 表示为

k2(E,r)=
2µ

~2
[Ec.m.−V (E,r)−Vc(r)], (5)

其中µ为核子的约化质量, Vc(r)为库仑势. 可以看出,

V (E,r)通过式 (5)包含在交换项 (4)中, 因此核子–核

光学势需要通过自洽计算来确定.

2.2 同位旋相关性的处理

考虑到光学势的同位旋相关性, 一般可将 (3)和

(4)中的NN有效相互作用的中心势部分表示为

vd(ex)(ρ,E,s)= vd(ex)
00 (ρ,E,s)+vd(ex)

01 (ρ,E,s)(τ •τ ′)

(6)

其中τ是同位旋算符.注意我们未写出自旋相关项, 因

为对自旋为零或不为零的靶核,自旋相关项对核子–核

中心势的贡献为零或很小
[23], 通常可以忽略. 将式 (3)

和 (4)中核子密度分别表示为质子密度 (ρp)和中子密

度 (ρn)之和, 则质子–核光学势可表示为

V (E,r) =
∫
dr′{[ρp(r′)+ρn(r′)]vd

00(ρ,E,s)+

[ρp(r′)−ρn(r′)]vd
01(ρ,E,s)}+

∫
dr′{[ρp(r,r′)+ρn(r,r′)]vex

00(ρ,E,s)+

[ρp(r,r′)−ρn(r,r′)]vex
01(ρ,E,s)}×

j0(k(E,r)s. (7)

可以看出光学势V (E,r)是同位旋相关的.

2.3 密度相关有效NN相互作用势

本文采用的密度相关有效NN相互作用势是基于

Paris势[9]
G矩阵元的CDM3Y有效相互作用势[16], 表

示为

vd(ex)

00(01)(ρ,E,s)= F (ρ)g(E)vd(ex)

00(01)(s), (8)

其中密度相关因子F (ρ)和能量相关因子g(E)分别表

示为

F (ρ)= C[1+αexp(−βρ)−γρ], (9)

g(E)≈ 1−0.0026ε, (10)

这里ε为每个核子的轰击能(MeV). CDM3Y的径向部

分表示为3个Yukawa势之和

vd(ex)

00(01)(s)=
3∑

v=1

Y d(ex)

00(01)

exp(−Rvs)
Rvs

, (11)

其中参数α, β, γ, Y d(ex)

00(01), Rv(v=1,3)均取自文献[16]. 计

算中假定CDM3Y的自旋–轨道势部分和中心势部分

有同样的密度相关性和能量相关性.
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2.4 光学势的虚部

由于M3Y-Paris有效NN相互作用[9, 16]
只包含实

部, 因此折叠模型只能给出光学势的实部, 必须加上

虚部才能用于光学模型中散射截面的计算. 虚部通常

取为标准的Woods-Saxon势, 则复光学势表示为

U(E,r)= V (E,r)+iW (E,r)+Vso(E,r)(l •σ)+Vc

(12)

其中Vc取为均匀带电球的库仑势,Vso为自旋–轨道耦

合势, 采用Brieva和Rook[5]
的方法由CDM3Y相互作

用势的自旋–轨道部分计算得到. V (E,r)和W (E,r)

分别是光学势的实部和虚部, 表示为

V (E,r)= Nr[Vd(E,r)+Vex(E,r)], (13)

W (E,r) =
Wv

1+exp((r−Rv)/av)
−

4Ws exp((r−Rs)/as)
[1+exp((r−Rs)/as)]2

, (14)

其中Nr是一个可调参数, 用于近似考虑高阶项对折叠

势的贡献.

3 壳模型下单体密度矩阵的计算方法

由式 (2)和 (4)可以看出核子–核光学势的能量相

关性与折叠势交换项直接相关, 单体密度矩阵的非对

角元出现在交换项的计算中, 它的处理成为折叠势计

算的一个关键. 在通常的折叠势计算[5, 11]
中, 单体密

度矩阵的非对角元通常由其对角元密度分布通过定域

近似
[11]
而近似得到

ρ(r,r+s)' ρ(r+s/2)ĵ1(kF(|r+s/2|)), (15)

其中

ĵ1(x)= 3j1(x)/x=3(sinx−xcosx)/x3, (16)

kF(r)为定域Fermi动量.

本工作对折叠模型中单体密度矩阵计算方法做了

改进, 即所有对角元和非对角元统一在壳模型下精确

计算得到, 而不再采用定域近似. 下面简述本文提出

的壳模型下单体密度矩阵的计算方法.

在壳模型中单体密度矩阵可以用核子的单粒子波

函数ϕi来表示

ρ(r,r′)=
A∑

i=1

∑
σ

ϕ∗i (r,σ)ϕi(r′,σ), (17)

其中σ表示核子自旋. 对于质子和中子能级均是闭壳

的核, 在 jj耦合下, 单粒子波函数ϕ(r,σ)可以展开为

ϕ(r,σ) ≡ ϕnljµ(r,σ)=
∑
µs,m

(lm
1
2
µs|jµ)ϕnlmj(r)ψµs

(σ), (18)

其中ϕnljµ(r)为空间波函数, ψµs
(σ)为自旋波函数, µs

为自旋方向.利用Clebsch-Gordan系数的正交性关系,

单体密度矩阵可以表示为

ρ(r,r′)=
∑
nlj

2j +1
2l+1

ρnlj(r,r′), (19)

其中ρnlj(r,r′)称为核子轨道单体密度矩阵, 记为

ρnlj(r,r′)=
∑
m

ϕ∗nlmj(r)ϕnlmj(r′). (20)

上式中ϕnlmj是核子的空间波函数, 可以分解为

ϕnlmj(r)= rlunlj(r)Ylm(r̂), (21)

这里矢量上的符号ˆ表示该矢量的角度部分. 对径向波

函数unlj(r)利用高斯基函数展开为

unlj(r)=
N∑

v=1

anlj
v exp(−κ2

vr
2), (22)

其中N为高斯基函数的个数, κv按几何级数方法
[24]

给出为: κv = κ1(κN/κ1)(v−1)/(N−1), 展开系数anlj
v 由

变分法对平均场壳模型下Schrödinger方程中的单粒

子哈密顿量对角化计算得到.

为导出核子轨道单体密度矩阵, 将式 (18)代入式

(20), 并利用下面3个展开式

(r±s/2)lYlm(t̂)=
l∑

λ=0

√
4π

λ̂

(
2l+1

2λ

)1/2

×

rl−λ
(s

2

)λ

[Yl−λ(r̂),Yλ(±ŝ)]lm,

(23)

和

exp(±ik •s)= 4π

∞∑
L=0

L̂(∓i)LjL(ks)[YL(k̂),YL(ŝ)]00,

(24)

和

exp(−(κ2
v−κ2

v′)r •s) = 4π

∞∑
L=0

M̂ iM((κ2
v−κ2

v′)rs)×

[YM(r̂),YM(ŝ)]00, (25)

式 (23)中, t = r±s/2, λ̂ =
√

2λ+1. 式 (25)中, jL和

iM分别是球贝塞尔函数和虚宗量贝塞尔函数. 经过一

系列的代数变换, 最终可导出轨道单体密度矩阵的表

达式为
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ρnlj(R+s/2,R−s/2) = 4π(−)l(2l+1)
N∑

v,v′=1

anlj
v anlj∗

v′ exp[−(κ2
v +κ2

v′)R
2]

∞∑
L=even

(−)LPL(cosθ)×

l∑
λ1=0

(
2l+1

2λ1

)1/2

Rl−λ1

2∑
λ1=0

(
2l+1

2λ2

)1/2

Rl−λ2
√

2(l−λ1)+1
√

2(l−λ2)+1×
∞∑

M=even

(2M +1)
∑

λ

(−)(λ+λ1)(λ0M0|L0)2W (l−λ1λ1l−λ2λ2|lλ)(λ10λ20|λ0)×

(l−λ10l−λ20|λ0)
∫
I(v,v′,L,M,λ1,λ2;kv,k

′
v,k,R)k2jL(ks)dk, (26)

其中

I(v,v′,L,M,λ1,λ2;kv,k
′
v,k,R)=∫∞

0

s′2(s′/2)λ1+λ2 exp[−(κ2
v +κ′2v )s′2/4]×

jL(ks′)iM [(κ2
v−κ′2v )Rs′]ds′, (27)

这里R =(r+r′)/2, PL为勒让德多项式, θ为R和s

间的夹角, W为Racah系数. 结合式 (19)和 (26), 即可

分别计算给出质子和中子的轨道单体密度矩阵.

上述计算只适用于质子和中子能级均是闭壳的

核, 对于非闭壳核, 非闭壳轨道的轨道单体密度矩阵

ρopen(r,r′)近似取为相应的闭壳轨道的ρclosed(r,r′)乘

以非闭壳轨道核子数与闭壳轨道核子数之比.

4 结果与讨论

4.1 壳模型单体密度矩阵计算

壳模型单体密度矩阵ρ(r,r′)计算的基本输入

数据为单粒子势和高斯基函数参数, 单粒子势取

Woods-Saxon势[25], 半径参数 r0=1.27fm, 弥散参数

a=0.67fm; 对于Woods-Saxion势, 高斯基函数参数取

为{N,κ1,κN}={20,1,0.1}. 首先利用(19)和(26)式分

别计算了 32S质子和中子单体密度矩阵ρτ(τ=p,n)(r,r′),

然后取其对角元分别得到质子和中子密度分布

ρτ(τ=p,n)(r,r′ = r).

为讨论LA近似的影响, 以Woods-Saxon势下壳

模型单体密度矩阵作为标准值, 与通过LA近似得到

的单体密度矩阵结果进行了比较, 见图1.

图1中结果为r和s的夹角θ取为零时, 质子的单

体密度矩阵计算值, 对其他角度有类似结果. 实线为

标准值, 虚线为采用本计算的质子密度ρp(r)分布, 通

过 (15)式的LA近似得到的质子的单体密度矩阵. 可

以看出特别在核表面附近, 两者的差别是明显的, 对

中子单体密度矩阵有类似的结果.

图 1 32S单体密度矩阵标准值与通过LA近似得到

的单体密度矩阵在不同半径处的比较(θ =0◦)

4.2 质子与 30—40S弹性散射的折叠势分析

本工作的目的是利用上述折叠势实部结合光

学势虚部用于分析质子与 30—40S弹性散射截面实验

数据
[26], 虚部采用的是Koning和Delaroche(KD)的

普适核子–核光学势[2]
的虚部. 首先考察LA近似对

折叠势本身计算的影响. 采用4.1节计算的壳模型
32S单体密度矩阵ρτ(τ=p,n)(r,r′)和由核子密度分布

ρτ(τ=p,n)(r,r′ = r)通过LA近似式 (15)得到的单体密

度矩阵近似值, 利用式 (7)分别计算了采用两种密度

矩阵时53MeV质子与 32S散射的折叠势, 如图2, 其中

上图为直接比较, 下图为两者的相对误差. 可以看出

在r < 5fm时, 两者差别较大, 特别是核半径附近, 最

大差别接近10%. 为进一步考察这种差别对质子弹

性散射角分布的影响, 分别取两种密度矩阵下计算的

折叠势作为光学势的实部, 虚部取为相同的Koning

和Delaroche(KD)势虚部, Nr取为1, 不经任何调参计

算了质子弹性散射截面, 结果如图3. 在小角度区域

(θ < 30◦), 本计算和采用LA近似计算时结果基本上是

一致的, 并且都与实验值符合得较好; 但在大角度区

域, 两者差别还是比较明显的, 总体上说本计算结果

更接近实验值. 上述结果说明可见LA近似, 不仅对折

叠势计算的影响较大, 而且对弹性散射截面计算的影

响也是比较明显的.
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图 2 本计算的p+32S折叠势与采用LA近似计算

得到的折叠势的比较

入射能为53MeV.

图 3 本计算p+32S弹性散射截面和采用LA近似

计算得到的弹性散射截面与实验数据
[26]
的比较

入射能为53MeV.

图 4 p+30,32S弹性散射截面计算结果和实验数据
[26]
的比较

图4和图5为采用Woods-Saxon势下壳模型单体

密度矩阵时p+30—40S弹性散射截面计算结果, 并与

JLM模型计算结果[27]
进行了比较. 为更好地拟合实

验数据,对Nr以及Koning和Delaroche(KD)势虚部体

吸收势阱深度参数Wv和面吸收参数Ws作了微调, 其

他参数保持不变. 表1列出了调节后的参数. 如果不进

行调参, 本计算结果基本上与JLM模型结果相当, 大

致可以预言实验数据, 只是在小角度区域与实验值相

符得较好, 在大角度区域有所偏离. 调参主要改进了

大角度区域的计算结果, 并在全角度区间与实验值符

合更好. 在Khoa进行的类似折叠势弹性散射分析中,

为符合实验数据, 虚部同样进行了调参, 不过实部中

的参数Nr取偏离1较远, 而在本工作中, Nr (除 40S外)

的取值更接近于1, 就可以较好地拟合弹性散射实验

值. 这表明我们采用的Woods-Saxon势下壳模型单体

密度矩阵更合理地描述了靶核状态.

图 5 p+34,36,38,40S弹性散射截面计算结果和实验

数据
[28—31]

的比较

表 1 用于折叠势分析的p+30—40S的光学势参数

靶核 E/MeV Nr Wv/MeV Ws/MeV rv/fm av/fm rs/fm as/fm rc/fm 实验数据文献
30S 53 0.940 9.000 0.500 1.173 0.673 1.293 0.534 1.315 [26]
32S 53 0.913 7.123 1.387 1.176 0.673 1.292 0.535 1.307 [26]
34S 30 0.983 11.774 3.828 1.178 0.673 1.291 0.536 1.300 [28]
36S 28 0.986 4.127 6.077 1.181 0.672 1.290 0.537 1.295 [29]
38S 39 0.993 9.037 3.467 1.183 0.672 1.289 0.538 1.290 [30]
40S 30 1.097 4.500 8.500 1.185 0.671 1.288 0.540 1.285 [31]
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5 结论

本文将Woods-Saxon单粒子势下的壳模型单体

密度矩阵引入了折叠模型, 计算分析质子与 30—40S弹

性散射截面实验数据, 并考察了LA近似对折叠势计

算以及弹性散射角分布的影响. 结果表明LA近似对

折叠势的影响较大, 对弹性散射截面的计算也有明显

的影响. 由于引进了精确计算的壳模型单体密度矩阵,

不再采用LA近似, 较好地描述了靶核表面附近的状

态, 使折叠模型计算中的Nr因子更接近于1, 同时弹

性散射截面的计算结果也有所改进. 应该指出的是:

本文仅采用了简单的适用于球型核的Woods-Saxon

势下的壳模型，而对于 30S核到 40S核, 原子核有明显

的形变, 因此应进一步考虑核的形变因素, 在变形场

下求解单粒子波函数. 另外也需考虑如何应用于非弹

性散射. 值得进一步考虑的是非平均场因素, 如考虑

核子关联等相互作用, 以及在考虑这些因素时密度矩

阵的计算方法. 还有一点是考虑色散关系来研究光学

势实部和虚部的匹配, 以及统一考虑散射核子的光学

势和束缚核子的单粒子势, 以期加深对核势的理解,

取得更好的效果.
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Folding Model Analysis of Proton Elastic Scattering Based on the
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Abstract By using the real part of the optical potential obtained in the folding model calculation and the imaginary

part of the optical potential of Koning and Delaroche, the data of the proton elastic scattering off 30—40S are calculated

and analyzed. By introducing the one-body density matrix of nuclear shell model with Woods-Saxon potential, the local

approximation which is usually used in the folding model can be eliminated. The effects of the local approximation on

the folding potential and the cross sections of elastic scattering are analyzed. The calculated results are compared with

those of the folding model and JLM model.
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