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A Í µ ý Ü Ý × · ¨ .

G ( a + ö ,´ ¹ ì ä ü ñ ã Ä ¯ ý . ø ù Ý « ½ (8)» ( 10) ,Ü Ý

× ¤ ÷ Ô Ú » ¬ Ä · ¶ ,Ã ½ Ä G( a + f + j ' , b + i + j ) Ç à ¬ Ä , ò Ë (a , b)ú ( a +

,b + j + j ) Ä · ¶ Ç É ý Ä . â Í µ ÷ Ü æÚ ¯ ý G(a,Ä ,ü ¨ å Ú « ñ ã Ï ,¹

= G(a + i ' ,b + i )/ G(a ,b) . (15)

ø ø Î ½ A ² Í É Ôê « · ¨ Ë

t ' + j '

â ù ,A Í µ ý Í É Ô ê « · ¨ Ë

3 B Î ½Ä µ Óú ý

Ú ¾ Ú Ð ,« ø ö B Î ½ µ ý ú ý Ä PomeEPBirkhoff-Witt (PBW)ù ,ä á û « Ú ¨

í Ð ø ö .

« ½ ( 11)» ( 13)É Ô ´ É Ç ¨ å Ú ñ ã

Ä ú ý Ø µ . × È , ¨ å » ö Â ã Ó

ä Ð : liTi jf
IYf (a , b) = f (a + i ' ,b+ i )IÅ' , 'Ô17)

´ ,a ,b Ä ¯ ý ë IÅ » Ô × . û Ã Ë ¨ å ½ ,É ÔÃ ½Â æÄ ã Ó » » Ø µ
(a) A;A: = Ai A; i ' õ× ' ,

(b) Ò(bu), (ao, + t¨ A;A; =
( 18 )Ò( a o , ) Ò( be - zu ) A : A ; + Ò( zu M ( a tÃ + bu ) A ; A : i # i ' , j Ö j ' ,

(c) A:A ; = A; A; t # j .
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Ð Â ö ü â .
ü . 1:´ Õ æ ò (a) Í ( b) ( Ô Â ò ª (ab) ) , ç û 3 ö ã Ó Ä Ë ý A :A f A;' ´ Â æ Ä

½ õ » ¬ Ä · ¶ ä » É ó AJ.A t Ä ß Ô é Ï ,ò ä á û Ç à ¬ Ä . â ½ õ · ¶ ç Â :

(A ) t y y - t E Y'» Ö 'Ä '» Ú Ã ,

(B) t YY » õ 'i Y » ú j M '» ú hy Ã .

Ú â © ä » Ð ,Ò Ç Ï ª Ô Ï ¸ ê à ¬ Ä à Ú ã Ó Ä (ab) ä » á û Ç » Ä ä ü Ç Ä
Â ¸ ê , ´ ,A ;A; ú A;4 . ø Ò Ú â © ä » Ð ,Ë ¨ Ä á Ï É Í Ö ä É Ç ú ã Ä .

ü . 2 :ù Ý æ ò (c) ,½ ö ã Ó · A ;A; Ai Í 4 4 4 ¨ ý (ab)ä » ª Ë 2 AJJAJ: A a:

Í EJAÉ AJX A aÁó ,ü Ç Ç à ¬ Ä .
Ï ö á û ¬ ù Ê Ã Ú Ç A;4 4 Í A; A ;A ;' Ä ä » ¹ ª ½ .

Ú Ô Ï Ä Ö Û Ð ,Ñ ù Ð a Í b Ä  ý ¼ ¨ ý æ ò (c)Æ½ Af Ar A Ê Ä ó ß . ü â

Ä ¤ ÷ Ç ± Ó Ä ³ ö Æã . Æã Ð Ä ù ¾ ý § « ½ Ç Ó ¨ « ½
Ò( U + z ) Ò( U - z )Ò( U + y ) Ò( u - y ) » Ò( U + y )Ò( U - y ) Ò( u + z )Ò( u z ) =

Ò( U + µ £( u - u )Ò( z + y ) Ò( z - y ) . ( 19)

Â æ ,¨ å æ ò ý , ý æ ý ,ý æ ò ¹ ª .
¨ å 1:æ ò ' k. Ô Î â ø ¨ ³ ò Ä ½ ö û ý t ' , j ' ,ô f µ j ' , ¨ å ä æ ò ý ª 1. ô

i ' ¶ j ' , ¨ å ä æ ò ý ª 0. ø » ö ¬ Ë ý A d. AJ . A h .  Ä æ ò ý ª ù Ð Ï ¸ ê Ô Ä æ

ò ý ® Í .
¨ å 2:ý æ ý . (ab)ý æ ý Í Ç » ö ® ( ã Ó ¬ Ë ý ) ,Ó ó ò Ò ´ ,ä Ï ¸ ê ´ Ó ¡

½ ó Å Ð . â ± ä Â ¸ ê Å Ð Ç Î â Ä . (abc)ý æ ý Í Ç Ï ¸ ê ´ Ó ¡ ½ ó Å Ð ø Ò Ô
Ï ¸ ê à ¬ Ä Ë ¨ Î ,ä Â ¸ ê ² ´ Ó ¡ ½ ó Å Ð Ä » ö ® .

¨ å 3 :ý æ ò ¹ ª . (ab)ý æ ò ¹ ª Í Ç « » ö ® û Ã æ ò ( ab) Ñ ü Ä Ï ¸ ê (Ó

ó ò Ò ´ ) É ¡ ½ ó Å Ð , ( ä Ð Ù ¨ Ë ¨ ú ã á Ï É Í Ö ä É , ) ¹ ª ª í à ( ab) ý æ ý

Ä ß Ô é Ï . (abc)ý æ ò ¹ ª Í Ç Ú ø Ð (ab)ß ý æ ò ¹ ª ® ó ,Ù « ¹ ª ½ Ð ÷ î Ô

à ¬ Ï ¸ ê Ä Ë ý Î Ñ Â ¸ ê ´ æ ò (c)Ó ¡ ½ ó Å Ð .

É Ô Ï ¨ å É Ô Ü Ý × ´ ö (ab)ý æ ò ¹ ª à ¬ Í â ¶ Å (abc)ý æ ò ¹ ª à ¬ .

ý :A ; A i A i A ; A ; A j A ; A i Ç (ab)ý æ ý ø » Ç (abc) ý æ · . ç ´ æ ò ( c) « ä ä

É (abc)ý æ ý Í Ç A i A ; A i A : A : A : A i A : .

Ò Ç É Ô ¤ ÷ » õ ¨ í .

¨ í :» ö ã Ó Ai Ä à î ½ ( µ ý Ç | a , b j Ä ¯ ý )  É (a,b , c) 3 ½ Ä æ ò ø Ð ä

» ,¼ » á Ä ä â ö à î ½ ´ (abc) ý æ ý Ä ¹ ª . ò ø (abc)ý æ ý Ç É ( 18)½ ö ¨ Ä ú
ý Ä » é PBW ù .

µ Ã ¢ â Ä Ç Î Î à î ½ ¼ É ¨ » Ø Ã ( abc) ý æ ò ¹ ª , ¢ â ä ¹ ª µ ý ¼ Ç | a ,

b l Ä ¯ ý . ò ø » ë ã Ó A: Ô × .

ª Ë ¤ ÷ â ö ¨ í ,Ò Ç È ¤ Â æ Ä ý í .

ý í 1:Ô Ú Î â ã Ó ¬ Ë Ó ,ç û ´ æ ò ( a, b) Ã » » à Ú Ï ¸ ê Ä ½ ½ ¹ æ ò ý
Â µ ,ò î ó ù Ã Ä (ab) ý æ ò ¹ ª Ç ¨ » Ä .
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Ù ¨ Ï ¸ ê à ¬ Ä ½ à Ú ã
½ ,Ô ß Ô é Ï Ð Ä ÷ î ø Ð Ä Â » ½ » » Ä ½ ö ã Ó Ä » Ã ¼ » ù .

¤ ÷ :É Ô Ã » ¬ · ¶ ´ í ¾ â ö
(1) A 4A4A SA2A25 (44522)» ú (44252)-» ' (44225)» ú (42425)» ú (42245)» +

(24245)» + (22445µ.
(2) (44522) » ú (44252) » ú (42452)» ú ( 24452) » ú ( 24425) » + (24245) » ú

(22445) .
Ü É ÔÒ ½» µ Ð · ¶ (a1) , (a2) ,  , (am )¹ (al ) = (1) , (am ) = (2) . ¢ Ò à Ú Ä · ¶

» à î 3 ö ¬ ø ½è ,ü Ç Ã » ¬ ½½Ä ä 3 ö ã Ó Ä ³ ò . É ü â 1,â ½õ à Ú · ¶

Ä (ab)ý æò ¹ ª à ¬ . ò ø ù Ð · ¶ ¹ ª à ¬ .
Ý Û 1:ç û Ú » ö Ë ý ® CA;A ;D Ð ( C, D ¼ Ç Ë ý ® ) ,Ã » » Ð ä à Ú ø Ö »

à È Ï ¸ ê Ä ½ö ã Ó (Ã æò (b) )Ã ½ CAF. A¤. D Ä ß Ô é Ï ,ò ½ ß Ä ´ ý í 1

Ä ½½ø Ð Ä (ab)ý æò ¹ ª á û à ¬ .
¤ ÷ :ô i ' > j ' ,ò É « â ö » » ý Ì ÷ ª (ab)ý æò ¹ ª Ä Ú » ½ ´ É ¤ ÷ . ô

i ' < j ' ,ò É ö ZCAJ: At:

(b)½é ¤ Ä 'ú j I ' ú Ä 'Ç ã È ä » .

D Ä (ab)ý æò ¹ ª ,« ä Ú » ½¨ ª Aj . A4. Ä » » . É ÔÓ

ù Ôù Ý Ö ä É É ª ZCAJ A4. D Ä (ab)ý æò

¹ ª Í JECK A :D Ä (ab)ý æò ¹ ª à È .

ÆÛ 2:û Ã æò (aX b) ,ç û ã Ó C ä É í » ö ã Ó D , ´ C i fPL D ,ò â ½ö ã Ó

´ ý í 1 Ä ½½ø Ð Ä (ab)ý æò ¹ ª á û à ¬
¤ ÷ :ò ª ä » Ä ¿ » ½¼» Ä ä ¹ ª á û .

â ù , ( 18)½ Ð Ä (a) (b) ë (ab)ý æ ò ¹ ª Í (abc)ý æ ò ¹ ª à ¢ .

¢ â , É Ú (ab)ý æ ò ¹ ª à ¬ â ¶ Å (abc)ý æ ò ¹ ª à ¬ , ù Ô , Ô Ï ½ ö ÆÛ Ä

á û ² ¬ ù Ê Ã Ú (abc)ý æ ò ¹ ª .

ý í 2 : ® CA;A i D Í CA; A; D Ä (abc) ý æ ò ¹ ª à ¬ .

¤ ÷ :Ã ý § é É ¨ ,Ô Ú ã Ó ö ý · ¨ Ä ® ¤ ÷ Â ö ü â .

ü â ( i ) . ± æ ò ý ª 0 ± ,ý í É ¢ .

ü â ( ii ) . ç û Ë ý í Ú æ ò ý ¡ Ú m ± É ¢ ,ò ± æ ò ý È Ú m ² É ¢ .
Ú » ö ü â Ä ¤ ÷ Ç ÷ Ô Ä . ò ª Ú â Ö é Î Â , CA; Ai D Í CA i A; D ¼ Ç ( ab)ý

æí ,ª ÷ (abc)ý æ ¯ , » è Ù ´ æ ò (c)« à ¬ Ï ¸ ê Ä Ë ý Î Ä Â ¸ ê Ó ¡ ½ ó Å Ð
´ É . É Ú C Í D ½ ® Ä Ô i ' ª Ï ¸ ê Ä Â ¸ ê ¯ Ï Ç Ì ¨ Ä , Ð ä » Î A; A i Í

CA JA;' Ä Â ¸ ê ¯ Ï ¼ Ç j Í h ,ù Ô Ü Ä Ô f ª Ï ¸ ê Ä ã Ó Ä Â ¸ ê ¯ Ï ½ ß Ç » ù

Ä . Å (abc)ý æ ý Ç à ¬ Ä .

Ô Ú þ ö ü â ,Ð Â æ Ä á û .

(Á) ç û Ú C ò ( Í ) D Ð ,¹ É ÷ û Ï ¸ ê | i ' ! ¹ æ ò ý µ Í , ç D © © D Ü ò Ã ½

Ä CA; A i D ' Í CA JA;D ' ´ ý í 2 Ä ÆÛ ,â ½ ß ë ä » ° Ä (ab) ý æ ò ¹ ª à ¬ , » ø

É Ú â ½ ß Ä æ ò ý Ñ µ Í Ë , » ¨ ¡ Ú m , ò ø ´ ü â ( li ) Ä ° á , ü Ç Ä (abc) ý æ

633¯ Ò Ü È :ª Ô ¿ Ó ý ú ý

¬ ± Ï ª Ú ä » Ð ä Ä ¿ »» Ä ä Î ò .Ó Ú ä » Ð

ý ç :ý Ì
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ò ¹ ª à ¬ ,ù Ô CA; A ;D Í ´ A; D Ä ý æ ò ¹ ª à ¬

(Ô) ç û C Í D ¼ Ñ  Ç ý æ ¯ Ä ,« û ö ® Ä æ ò ý ¹ É Ô µ Í ,Ú â Ö é Î Â ,
î C = C1A L ,D = A Á 1 ò » ¨ Ð ´ µ i ò ý > í è i : µ i ' , ½ ® Ö ð Í Ç 11 =

CEA ;þA;A (D Í T2 = G A L Aj A;D , Ò Ç É Ô Ã æ ò ( ab) , Ñ ü Ç Ä ª T I =b T ;

CEZA d'.A d: A ÉD Í T2ä T ; = C12Aþ A þ A É . ä Ð A d A t.A t?Í A þ A ;´ A -J Ö ð Ç » ©

3 ö ã Ó Ë ¨ Ä ß Ô é Ï . É ü â 2 ,ô ¼ Ç æ ò (c) ,â ½ ß Ô é Ï Ç à È Ä . í » ½ æ ,
Ö Ú T E Í T '2 Ç » © æ ò ý ¡ Ú m Ä ß Ð æ ò ý m - 2 Ä ® Ä ß Ô é Ï , ç û Ú A 1

A S A £ Í A þ A þ A Y Ä ÷ î Ð Ï ª ½ ö A SA SÄ Â ê É Ô ¥ » , ò ß Ô é Ï ZA 1k k e

Í 2 A þ A g; A I Ç à È Ä ò Ë ,ü Ç » ¨ É Ô Ö ð ´ É Z A f A ¤: A ;e Í Z A L A þ Aý ,

ø ä Ð 2 A f A j' Í 2 A CA C Ä î ð î à » Ç Â ¸ ê Ä ¥ » ø Ñ . » ä ° µ , ü Ç É Ô ¨

ý » » Â ê Ä ½ ½ ø É » ö ä ª í » ö . ù Ý ü â ( ii ) Ä ° á ,Ú æ ò ý ª m - 2 ± T ;

Í T l Ä (abc)ý æ ò ¹ ª à ¬ . ù Ý ÷ ( abc) ý æ ò ¹ ª Ä ½ è ª ó , â ² Í Ç T I Í

« Ä (abc) ý æ ò ¹ ª .
± i ' µ í ± ,¤ ÷ Ç à ÆÄ , ò ø ü â ( ii )É ¢ .

î ó É ý § é É ¨ ,Ò Ç Ã ½ Ë ý í 2.

É ý í 1 Ä ÆÛ 2 ° ý í 2 , Ò Ç ã É ¤ ÷ ¾ Ú Ä ¨ í .
É â ö ¨ í Ã ª , Î Î Ai é É Ä µ ý ª 1a , Ú Ä ¯ ý à î ½ ,Ð © » Ä ( abc) ý æ ò

¹ ª ,ø Ë ¹ ª ½ Ú Î â Ä É ( 18)½ ø Ð Ä ä » Â » ä , ù Ô ( abc) ý æ ý Ç ( 18) ½ ö ¨

Ä ú ý Ä PBW ù .

4 ¡ á

¾ Ä ê ¸ Ö Û Ë Ö ² ¿ Ó º « ¡ í ¾ Ä µ ý ù ø ö Ä ú ý ,â Ö ú ý Ø µ Ç Felder

Í Vard enlto á ö Ä Ö ² ¿ Ó º Ú Ø â õ þ Â Ä È Û Ø µ . ü ë × Î ý Þ Ø , ò ø ² ë
¯ ¦ § Ä î - Bamer Ø µ » ¬ . Ä Ð ¨ ý Ô æ ò ý ,ý æ ý , ý æ ò ¹ ª Ä ¨ å ¤ ÷ Ë Ã

ú ý æ Ú » é PBW ù . î ë Ð ¿ Ë ú ý , ¹ « Ã ½ ä Ð Ä ª ° ä ü Ô Ê , â © « Ú Ô ó

Ä Ä Â Ð ø ö .
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A be®, ct T he al gebra d the coeff icients in the m inimal reprÊ m tation of the A " - 1 quant um gm up ,

discussed by Felder and V at-chenko , is given in t his peper . T boee coef ficients are amod ated wi th the

Bol tzmann w eights d A ;É int eract ion-m und+ face model . W e show t hat the algebra sat isÔÉ the

Yang-Baxter equation .
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T he PB W base for this algebra is also given -

, algebra, PBW base


