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原子核四极振动声子的波函数

孙 洪 洲
=北 京 大 学>

摘 要

应用声子产生与湮没算符的对易性质
,

讨论 了四极振动声子的波函数的分

类问题
%

从而避开了许多关于群表示论的专门知识
%

在本文中给出了按群链

8 −
〕2 −

? −姚� �  ! 分类的声子波 函数的明显表达式
,

以及这些波函数间的一些

重要关系
∀

对于按群链  � # ∃ , # ∃ ,

分类的波 函数
,
给出了一个系统地规定其附

加指标的方法
,

并给出了按群链  ,〕凡〕∃ ,

分类的波函数的一般表达式
∀

在本文中还推导出了辛弱数 % 确定时声子总角动量的可取值与重复度的一

般公式
,

并给出了 % 镇 &∋ 时声子总角动量的可取值及重复度的数值表
∀

前 言

原子核形状四极振动具有很强的非简谐性
,

在分析这些非简谐效应时
,

往往涉及声子

数很多的态
·

,

如所周知
,

对于声子数多的态
,

相应于  �
习 ∃ �

〕∃ ,

分类的量子数 拐
, % , ( , ) 是不完

备的
,

其中
”

是声子数
, ∗是辛弱数

, ( ,

)是总角动量及其+ 分量量子数
∀

需要引人附加

量子数
∀

我们可以从任一组完备的基矢出发
,

通过适当的线性组合来找到物理上需要的量子

数
,

并确定附加的量子数
∀

例如可以从
, 一, , , 一, , − 。, − , , − .

所确定的基矢出发 / , 二 ,

是角动

量 + 分量为那 的声子数0 ! 这组基矢有确定的 , 和 )
,

但没有确定的 % 和 , ∀

我们也可以

从 1 23 456 ,7
所引入的

“

数学基
”
出发

,

它是按照  �
〕∃ ,〕�  8� �  .

分类的基矢
∀

在数学基
‘

中
, , % , ) 都有确定值

,

但 ( 不具有确定值
∀

以下
,

我们将按照 〔,9 中的说法
,

称具有确

定的
, , 尸 , ( , ) 的基矢为物理基

∀

无论从那一种基矢出发
,

都可以通过直接计算来确定在一组
, , ∗ , ( 下独立态的数目

: ,

并确定附加量子数
∀

; 3< 2= 6>7 给出了一个计算 : 的递推公式
,

并且给出了
,

簇 ? 时 :

的数值表
, ; ≅ΑΑ≅ ΒΧ 6Δ9 给出了一个标记这些独立态的附加量子数 /类似于本文中的 △0及

总角动量量子数可取值的规则
∀

Ε ≅ΑΑ≅ ΒΧ 给出的附加量子数是通过在 Φ ,〕 ∃ , 〕:矶� :姚

分类中的波函数经过 ; 422Α 2= 积分来引人的
,

其物理意义不如我们引人的△的明显
,

并且

; ≅ΑΑ ≅Β Χ 也没有给出具有一定附加量子数波函数的一般表达式
∀

本文 7? Γ Η 年 Γ 月 ,> 日收到
∀
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在本文中
,

我们利用 8 ,〕 2 。〕−矶� : 8
分类的波函数来解决这个问题

∀

在讨论中只

用到了声子产生与湮没算符的对易性质
,

从而避免了有关群论的专门知识
,

所得的结果的

物理意义也更为明显了
∀

在第一
、

二节中
,

我们首先把对数学基的讨论加以简化
,

给出了它的明显表达式
,

并导

出了它们之间的一些重要关系
∀

在第三节中讨论了从数学基到物理基之间的么正变换及

在 ∃ ,

群的 / Ι约 不可约表示下 ( 的可取值与其重复度问题
∀

在本文最后
,

给出了在 / ϑ约

不可约表示下 ( 的可取值及其重复度的一个明显表达式
,

·

同时也给出了么正变换矩阵的

表达式
∀

一
、

声子波函数的数学基

,
个角动量为 , 的声子的波函数可以用群链  Δ∋ ∃ ,

〕 ∃ &
来分类

,

相应的波函数为
、

江
。 7 / ∋尸0 △ ( ) Κ

∀ ‘ ’

/ 7
∀

70

其中
,
是声子数

, 尸是辛弱数
, ( ,

用 互
, , Β 、/产 Λ 一 , ,

一 7 , ∋ ,

没算符
,

它们满足

) 是总角动量及其 + 分量量子数
,

△是附加量子数
∀

Α , ,0 表示角动量为 , ,

其 + 分量为从 的声子的产生与湮

6 Β !
压

,

9 尸 占/ 拌 , 0
∀

 ,

群的无穷小算子可以写为
Μ(Ν

 李一 艺伏。8
Ο Π,! 0压

, Β , ,

左Λ ∋
,

7& , , Ν , > ! 叮 Λ 友
,

一 伏 一 Α 0
,

⋯
其中伏叮,

,
】,产Κ是 ΘΡ 系数

∀

子群 ∃ 。

的无穷小算子为
〔77

 怎! 友Λ Α ,

& . 宁 Λ 友
,

⋯
,

一 交
∀

∃ ,

的 Θ Β :≅Χ ≅ = 算子为

一 交

Λ 7
。 ∀ Σ 一

了
Μ Λ 一一 气Τ Υ Τ

Δ

/ Ο
, Ο ,

0
。 ς Γ丫万/ Φ

, ·

Ο ,

0
。

Ω
,

其中

/  
Ξ  =

0
。

Λ

子群 ∃ ,

的无穷小算子为甲

艺 Ψ
= 。,

一 。Ω∋ ∋ Κ 冬 仁
! ,

= Λ 7
∀

& ,

 吞! Ζ Λ

实际上
,

心吞与角动量算符 Μ ,

之间有关系67Ν

Μ Ζ Λ 一

用群链 矶〕 ∃ �
〕 ∃ &

分类的波函数是 [

∋ ,

一 Α

了万Φ 毒
∀

一 艺 ‘,
, ,

/ 7
∀

,0

/ 7
∀

&0

/ 7
∀

>0

/ 7
∀

Δ 0

/ 7
∀

Δ ,

0

/ 7
∀

∴ 0

/ 7
∀

∴ ,

0

3 ,

口
, Μ 。

的共同本征函数
,

相应

的本征值是
, , 生 尸/尸ς &0

,

,

+ / ( ς Α0
,

对
∀

当 。
较大时

,

量子数
, , , % , ( , ) 确定后

,

波

函数并未完全确定
,

需要引入附加量子数 △
∀

为了系统地标记波函数
,

可以引人另一个群链  ,

# ∃ �
〕�  8因�  8

来分类声子的波函
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%

引入算符

梦!

Α
: ‘ 一

— 飞叮 Β口Β

Β

Χ 云�Δ ≅ 一 瓦
ΕΔ 一 Β

一 又
�Δ 一:

Φ
,

Β> : Α

Γ

Η工
# Β

Ι压
ΕΔ 一 : Χ 云�Δ 一

小 # 一 ϑ Α 一

Γ

Η工
# Β

Ι云
一 , Δ ≅ Χ 压一 Β Δ �

Φ≅ =:
%

∀ >

丫。 Α 含
‘元一

““’ Κ
云一Β口一 ≅

Χ 云一�Δ 一 ≅
Φ

,

Λ � 一 一 Ι云
ΕΔ Μ Χ 云一 , Δ 一

小 土 Ι
:

牙:口‘Δ , Χ 压一 Β。一:
ΦΜ =:

%

 >
了#

一一一
Λ

Ν �左 块 Α
Ι‘

Β

一
‘
。·

二小 Ν �

一了止 Ι
:

牙戈‘ , Δ 。 Χ 厅
。Δ 一

小

报指

了Κ 垅 :

一扫
 !Δ

ϑ Χ ‘一

�Δ&Φ,
≅

一扫
 !Δ

Β 一 、一 Φ
%

=:
%

; >

Ο 。 , , 士、Μ , 。, ≅ Π 、, Λ
6 ,

=
Λ Α 土 一Η Β , , Α 士 � Η Β > 是 2 ,

的另一组无穷小算子
,

容易看出
≅ , 。 ,

牲
Θ Μ , 。,

几
≅
是两组相互对易的

“
角动量

”
算符

,

ΝΛ
,

是一个秩为 :Η Β
, :Η Β 的不可约张量算

符
,

即 ≅

Ρ , 。, , 士 , Σ 一 士 , Π Θ ,

Θ, ≅ , , 一 , Σ Α 一 Ο 。Μ =:
%

:! >

Ρ ≅
。 , ≅ 士: Σ Α 士 Λ Π ≅ ,

Ρ ≅ : , ≅ 一 ≅ Σ Α 一 ≅ 。≅ =:
%

: :>

Ρ , , , Σ Α ∃ ≅ =:
%

: Β >

Ρ Ο 。, Ν
Λ ,

Σ 一 , Ν
Λ ≅ ,

Ρ 了。
,

Ν
Λ ,

: Α Τ Ν
Λ , ,

=价
·

>=韶
·
十 ‘

>ΝΛΠ
�Τ,一上Β一生Β了丫了了了丫

Ρ Ο 士 , ,

Ν
Λ ,

Σ Α 干

Ρ Λ 士 : ,

Ν
6 ,

Σ Α 干 =含
干 ϑ

>=合
士 , Χ ‘

>
Ν一 Μ

=:
%

: 7 >

�月#
一一〔Ν Π 收 ≅ ΗΒ ,

Ν 士 :左 一收:
〔≅

≅二 Π , Μ , ≅ 一 Μ 士 ϑ·

卜行一
〔Λ Π :刀 :左 ,

Ν 二 :左 一收」Α
: Η

一 气Ο ∃土 Λ ∃>
。

Β
=:

%

: � >

对易关系 =:
%

:� >说明了

− 8 Ε5 Τ 8 Β
%

容易看出

9 。

及

2 −

群包含了子群 −仇� :  ,
∀

这样
,

我们就找到了群链 Φ .
〕 ∃ �

〕

&, 。 ς 了。 ,

乙] , 一 ,了士 , 一 丫万丁
] 7二 干 , ! ,

/ 7
∀

7Δ 0

3 Λ 沪 十 尸 ς ,/ ⊥
· ⊥ 0∋

∀

/ 7
∀

7∴ 0
其中

/ ⊥
·

⊥ 0
。

一 _⊥ 一沪 , , ,
、 ∀

7
一 ΑΣ , 7 一,, 一Σ, 一

7 一 ( Σ, ΑΣ, 7 一Σ, 一刀 少十 一
Ο Ι

,

二二昌 _⊥ 一叨 一。⊥ (Σ+ .二 一 ⊥ (Σ+ 一。⊥ 一
。

. ! Ω ς
7

万
= 。· / 7

∀

7Γ 0
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用群链 8 , 。2 , 。Τ仇。− 8 ≅
分类的声子的波函数是 ) Μ ΥΜ 沪

,

Ο!
,

尸
,

‘

介 的共同本征 函数气

为了给出其明显表达式
,

引算符号

丙 Α 几
,

禹 Α 风压一
≅

一 币
一Β %

=:
%

:< >

显然
,

算符

亏一 端一 Β尸
。

二 丫万 艺 伪
‘Β 一 Μ :!! >礼、

一 Μ

=�% 妙 >

是产生两个配对声子的算符
%

=:
%

: ;
,

>

利用算符 Τ
,

亏
, 2 , 的 / Δ Τ ςΛΩ ςΛ

可以看出 亏是 2 ,

群的一个不变量
,

而且有

ΡΤ
,

亏Σ Α Β=Ε) Χ , >
,

算子 Υ 又可以写为

Υ 一 生 Ι万=) Χ 7 > 一 亏Τ Φ
%

Β
=:

%

:Ξ
,

>

在 。
个声子的波函数中

,

可以找到一个最高权态

∗

Ρ , Σ ∗ 5

∗
Ψ

Γ , Γ 、 一 Η ∗ 、
%

、

Α ? 戈
Ω Ζ >−

‘

又Ζ Γ ! >ϑ! Η
,

尸

=:
%

Β ! >

其中[仑Ψ
: Η Ω 、

Τ Α — 灭月 一 Λ 少
,

Β

? =
。Ζ > Ι

‘ΕΖ 一 ‘, ≅

ϑ合
=
· Χ Ζ Χ ‘

小
=尸Χ , , ≅ =

· Χ ∗ Χ ‘, ϑ

Ρ合
=一

。>
:
≅
’ =

、

:
%

Β :>

Ζ 是不成对的声子数
, ,
是配对声子的对数

,

? =
。Ζ >是归一化常数

%

容易证明最高权态满足方程

、、ΗΗ

!

Ζ ∗尸

Ω

Η ) ∴ 。 Η 。

了 � Φ
Γ Γ

Λ 、 :
%

.
Ο %

:ΦΘ
” ] Ζ

Γ

! Β Α �Ζ Η

∴ .
’

尸
‘

∴Ω ,

、Λ⊥ Η 、Λ Η

=:
%

Β Β >

而 Ο�
,

叭
, Ν 。

Μ 二 , Ν Μ 。 一 :。 , Ν 一:二 ≅二
作用到最高权态上为 。

%

这样
,

即可看出 ≅ 最高权态是
’

)
, Υ Μ , , , , 。Μ 铲

,

式的共同本征函数
,

相应的本征值是

: ” , ”
% Γ 、

∗ Η 尸
%

八 ∗ ∗ 了∗
%

八 ∗
刀 %

之 ∗〔尸十 7 > ≅
二 �二 十 : 卜

,

乙 ≅ 二 ϑ二 十 : >
,

二
%

一 ,

Β

”
一

Β ∴ Β Η Β
一

Β ∴ Β Η Β

最高权态确定后
,

应用对易关系 =:
%

:! 一 :
%

:斗>即可得到 ) Μ /Μ 沪
, , 。Μ 尸

, , 。

的所有本

征函数_>%

、、,Η
,

Ω曰

��� ���������

!
、

‘

、少∀

#⋯
。·∃ ,

%
石

&
一 ∋ ( ·”, ‘(”‘, 矛)二

(
尸一 ‘∗ 一 +

尸一 +

右, − , .
,

/ ,

⋯
, ∗ , 二 一 +

,

+ 0 .
,

⋯
, 尸 , 。

, 石
,

+ 0 ∃ ,

⋯
,

∗ ,

( .
�

/ 1 2

其中

. 2 可 以证明 沪 二 价

/ 2 这里利用 3 4∃, 56 7 8 关于角动最本征函数的标记法 %

!9 :& ; 6<4 &
, ‘ 一

合(6;; 42,
·》 +

,

=

一合(
· 0 ‘,

,

二 +
,
+ 0 .

,

⋯
, 6

�
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凡
石

一 艺
∗ ≅ ⎯ ϑ

Ε
Λ

=∗ Χ α Χ
Μ
一 ⎯ > ϑ

Λ
ϑ=⎯ 一 Ε Λ

> ϑ
砒

一 ΒΛ
风

Ε ⎯ 一 ,

=∗ Χ α 一 乡> ϑ=Β尸 Χ Β 一 ⎯ >飞

尸ϑ乡生=Ε∗ Χ : > ϑ

斌下武
Χ ”

6 一与与可一
、匀

。

一

一�丫、%产

一
/ =Ζ ⎯ > Α

=
Υ

Χ
。

Χ
Λ
一 Ζ介

Λ
ϑ=Ζ 一

亡

一
Λ

> ϑ=Ζ 一 一
⊥

刀
=:

%

Β 7 ,%>艺>
∀

∃
、、

∃
才∀子了�、、、

5气
�

畏

饭
。

&
波函数 ( .

�

/ 1 2 满足的方程是

? (? 0 1 2 ∀ ≅

∃
。

Α ∗ + ( ≅
,

/ Β 2,

、、∀∀

+

亡‘

尸
, ��Χ

刀
 44
�

��������
�
��

.
�卜

9￡9=

&

ΔΕ尸局沪晰了‘夕声了,������、�性

其中
. ∀ ”

∀∃ , — 气 一 + 少
,

/

. ∀ ,

石 ,
<
一 — 气 一 乡Φ ,

/
= ,

4 一 生 (尸 0 + 2
�

/
( .

�

/ 斗
‘

2

这样
,

我们就得到了按群链 Γ Η

〕 Ι ϑ
〕Η矶� :Φ .

分类的波函数的明显表达式 / 7
∀

,&0
∀

称波函数 / 7
∀

,&0 为声子波函数的数学基
∀

在数学基下
,

算符 牲
. ,

几
. , ⊥=

￡

/
!
Λ 士 7Σ , , Π Λ 土 7Σ ,0 的矩阵元为

/6 , 9 % < ‘

(.
] !

76。 9 % <

‘

Σ工
Υ ,

/⎯ 干 。0 /⎯ 士 。 ς Α0一一
·

、、Σ Σ

占/ <
‘< 0 占3

3 ,

/ 士 Α 0子/
2 , 2 0

,

Ψ6。 9 % <,

Τ, ] .

( 6, 9 % 西
α β Σ

一

7
χ

Σ Λ 十 ‘ ,—Α 丫 ,
/⎯ 干即 /⎯

‘

士δ ς Α0

占/<
‘< 0占/

3 ‘3

0占/
2 ’2 士 70

,

/6 , ( 尸 < ‘

(⊥
Ξ ,

Π6 , 9 尹 吞0一 Ψ% <
,

ΩΠ⊥ 77% 乡0 Σ /% ς Α 一 < 0

了,
。
生

!

+、
,。 ,

洛了
α , Σ α

, , ,

7
Σ7 八— :Α 八 八

,

0 / 7
∀

,Δ 0

其中 护川】川】%必 是 兀
,

的约化矩阵元
,

将函数 / 7
∀

,&0 代入上式
,

即可得到 70

Ψ尸, ς ΑΩΩ了ΑΩ尸右Κ 一 工丫/乡 ς Α 0 / , 一 右0 /尸 ς Α 一 占0 / ,, ς . 一 乡0
,

,

Ψ尸乡一 Α 9≅了7Π% <Κ

其他的 Ψ% <
‘

ΩΠ⊥ ΠΑ% < Κ为 ∋
∀

们是很有用的

7 Σ
, 工 ,

∀ , 、 Α ”

二
, 、 , , 、

∀ β , 、 Σ 、
, , , 、

Λ 一 Υ < 气犷 十 Α 一 刃忧 十 ‘ 一 刃以犷 十 Τ 一 刃
, 又Α

·

乙0 少
,

在本节最后
,

我们给出 凡
占

的几个邻次关系
,

β

在具体计算中它

7 0 这个数值也可以从讨论 Θ ,

群的性质得到
∀
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=Ζ Χ �>=ΕΖ Χ 7为
。4 , , Α =ΕΖ Χ  一 Ξ >4 , Χ ≅ , Χ ≅ Χ Ζ =Ζ Χ �>⎯伍孟一 Β尸

。
>4卜

Μ , 二≅ ,

Β =尸 Χ �>=Β , Χ 7 >4
, 。 Α =Β尸 Χ 7 一 , >=Ε∗ Χ � 一 , >尸

尸Χ , ,

%

一
Ζ =Ζ Χ :> ⎯=右一 : >=反�一 Β尸

。
>4 Ζ 一 , 吞一 Β ,

印 Χ 一>=Β尸 Χ 7 >歹
。4 , , 潇 4尸Χ ,

、Β 一 尸印 Χ �>=。若一 Β万
。

>4 , 一 Μ ,

二
’

=:
%

Β Ξ >

二
、

在数学基下算符 Δ
,

的矩阵元

算符 压
,

是 8 ,

群的 Ρ �〕秩不可约张量
,

同时又是 2 ,

群的 =!: > 秩不可约张量
,

它可以

改写为

:人%:

:上

了‘、了入
一Δ

一一
一Δ

、

、、,了

Ω8

8Ω

月土

Η

�
人‘

Β

一 ‘

=
: 。

>
,
‘

一
、

=
: !

>
。
‘

,

一 ‘

=
: !

>
, ‘一Π一 ‘ :

>
%

=Β
%

:>

应用推广的 β ςχ Ω⊥ Λ一

1Υ δΔ ΛΘ 定理
,

有

[
Θ· Χ , ,

代Ι
7 亡 :

Ρ Ω Σ Ζ Μ ⎯ ≅

亡_
Ψ
一 [〔

·
Χ ‘, ,,,‘,,‘9

· , >
、、习
ΗΗ了%、、

、

一Δ

·

[Ρ
, Χ : ΣΖ

7

:Ρ
Ω ΦΖ

,

川 :Ψ[凡吞
。

.尸
�⎯ ≅ α右Β

>[八
: ! :
八1 ≅

:0
7 ∃ 7

>[入
:

凡入
Β尺≅

.0大
7

>
,

=Β
%

Β >

其中 [Ζ
7⎯ 7

:Ζ
�⎯ ≅ �⎯ Β

> 二 ==∃ Ζ
7

>0
70 7

Ι=∃Ζ
,

>0
Μ
0

�

=∃ α >戊0 Ε
> 是 尺 ,

〕− 8 Ε

因− 8 ≅ 约化系数标量因

子
%

而 [Ρ
, Χ : ΣΖ

7

:Ρ
, ΣΖ

≅

Ρ : Σ :Ψ三 [Ρ
Ω Χ ς Σ=∃∗7 > .Ρ

Ω Σ =∃ Ζ
�

>9. Σ =! :>> 可以称为 8
,

〕2 ,

约

化系数标量因子
,

它满足归一化条件 艺 Φ=Ρ
, Χ , Σ只 ΦΡ

, Σ几Ρ , Σ , Ψ&
’一 ,

%

因子 [Ρ
, Χ ‘Σ川

Ζ Β

Δ�Θ :9
,

玲可以称为算符的 矶Υ 2 ,

约化矩阵元
%

利用上节结果即可以直 接证 明 =Β
%

Β > 式
,

并给出 =Β
%

Β >式中几个因子的数值=这几个因子的数值通常是应用群表示论求出的>
%

=Β
%

Β > 式可以改写为=取
‘,

Α 心 7

Α 几>

∗ 7

[Ρ
。 Χ � Σ Ζ , ⎯ 7

:Ι压=:乡Β
> :Ρ

, ΣΖ
, ⎯ ≅

>Φ
Ζ 7 一 , ,

凡

一 [Ρ
, Χ 川 ϑ:压::Φ Ρ

, Σ>[Ρ
Ω Χ � Σ尸

7

ϑΡ
Ω ΣΖ

�

川 �Ψ[Ζ
7⎯ 7

:Ζ
�⎯ ,

�⎯ Β
>

,

=Β
%

Β
’

>

其中
Ι‘=�⎯

Ε

> �Ρ云:尸
, 石:

>Φ
, 7 一 , 7

=Β
%

Β
, ,

>
、人Η

=吃>
Β

>
’〔

”’”
‘

⎯ ς

⊥ ς

、、,Η矛

⎯

Α 艺 =0
, 。、0

Ε∃ Ε
&0

7
0
、

>[0
Μ
ε

≅
0 Εε Ε

Φ0
7
0

7

Ψ云
 : ≅

ε 一ε ≅

利用上一节中的结果
,

可得

Ι压=: :> Φ〔
,

ΣΖ ⎯ 一 :ΨΦ
, Χ 卜 ,

Γ ? =
, ∗>/ =Ζ ⎯ 一 �>=Ε∗ Χ 斗一 ⎯ >

∗ 十 �

。 =
, Χ : 尸 Χ �> Υ =Ζ Χ � ‘>=Ζ Χ 一>=ΕΖ Χ 7 >

Ρ , Χ : Σ 尸Χ :

∗ 十 :

十

一力=, Χ

? =
。Ζ >Υ =Ζ 占一 : >Ζ =‘一 �>

α Ζ 一 �>Υ =Ζ 一 : 吞一 Β >=Ε∗ Χ 7 >

∗ 一 :

Ρ≅Ω
一

十
’

:: 尸一 :

∗ 一 :

, 一

今
·

=Β
·

, ,
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Ι云=:! >ΦΡ
Ω �Ζ ⎯> Φ

Ζ Χ 卜 , Α
。 =

。Ζ >Υ =Ζ ⎯ >=ΕΖ Χ 7 一 ⎯>=ΕΖ Χ � 一 ⎯ >
口=

。 Χ � Ζ Χ :>/ =Ζ Χ � ⎯ >=ΕΖ Χ Β >=ΕΖ Χ 7 >

∗ 十 �
·

# ∗ Χ : 一 ⎯ ϑ Ρ Ω Χ � Σ ∗ Χ �

∗ Χ �

,

Ψ
Κ ? =

Ω ∗>Υ =∗⎯>Ζ ⎯=⎯ 一 �>
Ε? =

Ω
Χ 一 Ζ 一 :>/ =Ζ一 � ⎯一 Β >=ΕΖ Χ 7 >

=Β
%

� >
、、尹Η

,�

一
+

∗ 一 ∃
·

斌∗ 0 ∃ 一 + ! Κ 。 0 . Χ∗ 一 ∃

∗ 一 ∃

Λ压( .# 2 ! Μ
7
∃? +

‘

一 /&Ν
∗0 卜 。

∋
二二目

;
(

, ? 2 < ( ? + 一 / 2
。( 。 0 . 尸 0 一2 < (。 0 ∃ + 2 (? 0 ∃2 ( Ο? 0 1 2 召井军了二万

∗ 十 ∃

Μ
7
0 . Π ∗ 0 ∃

∗ 十 ∃

,

2
0 ∋ ( 7 尸2< ( ∗ + 一 / 2?

。( , 0 ∃ 尸一 ∃2 < (尸一 ∃ 右一 / 2 ( Ο? 0 1 2

、、∀ ∀
,‘

一
+

∗ 一 ∃

了? 十 / 一 +
.Μ

7 0 ∃ Α ? 一 ∃ ( /
,

Θ 2
∗ 一 ∃

将 ( /
�

1 2
、

( /
�

Β 2
、

( /
�

约 代人 ( /
�

/
‘

2 即可得到公式 ( /
�

/ 2
�

具体计算出的系数的表 达式 如

下

(〔, 0 ∃ Α ΛΝΝΡ ΝΝΛΜ
。

.& 一 了万不Π Ρ ( /
�

Σ 2

(〔
7
0 ∃ Α? 0 . .Μ 7 Α∗川 ∃& , 了

(
。 0 尸 0 Θ 2 (∗ 0 ∃ 2

( 7 0 ∃2 ( Ο∗ 0 Θ 2

ΤΜ 7 0 . ∃? 一 ∃ ! Μ 7 Α? Μ ∃ Ν∃ 2 , ( /
�

Υ2

(。 、 , , ,。乡∃。2 一

丫
(? 0 ∃ 一 + 2 ( /尸 0 1 一

‘

+ 2 ( /尸 0 Β 一 + 2
/ (尸 0 ∃ 2 ( /尸 0 1 2 (尸 0 / 一 云2

Τ? 0 . + ∃? + 一 / . # & , 了
(? 0 1 一 + 2 + ( + 一 ∃ 2

/ (尸 0 ∃2 (Ο∗ 0 1 2 (尸 0 / 一 吞2

Τ? 0 ∃ + Ν? + 一 . . . & ,

ς

∀ ( /尸 0 任一 ‘2‘
、

Ρ

Ω (∗ 0 ∃2 ( Ο∗ 0 1 2

(∗ 一 ‘ “一 / ,““ ‘”2
一丫 (? 0 ∃ 一

户+ 2 + ( +一 2
/ (? 0 / 2 ( Ο? 0 1 2 (? 0 / 一 乡2

Τ? 一 ∃ + 一 / Ν? + 一 / . #& , 丫
(卫十 1 一 + 2 ( Ο? 0 1 一 + 2 ( /尸 0 斗 一 云2

/ (? 0 / 2 ( Ο? 0 1 2 (? 0 / 一 + 2

Ρ , � 7 , , , ,
、

Λ(占一 ∃2 ( /尸0 1 一 占2
Ξ 一 Ψ ∋ 一 ‘】 ∋

一 . . . ∀ ,
‘
∃

—
。

Ω
�

(尸 0 / 2 ( Ο∗ 十 1 2
( /

�

Ζ 2

利用 ( /
�

Ζ2 可直接验明

Τ∗ 一 ∃ 右.尸+
% ∃ +Ο& ,

∗ 0 ∃ 一 + ∃

∗ 一 +

Λ 尸( /尸 0 一2

Ω面布硕不而
又“+ % ‘Κ’ 一 , 。 , , 。%

,
,

、%
�

, 2
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引人符号

[Ρ
, Χ �Σ凡⎯ 7

】】压=�⎯ Ε

>ΦϑΡ
Ω ΣΖ

,⎯ ,

> , =Ζ
,
Χ � 一 ⎯办[Ρ

, Χ � Σ 川压川 Ρ , Σ>

[Ρ
, Χ : �Ζ

7

:Ρ
, >Ζ

�

川 �>=Ζ
7⎯ ,

ϑΖ
≅

阮�乡Β

>
,

=Β
%

:! >

‘ 7

=Ρ
。 Χ �〕Ζ , ⎯ ,

广,

/ Β

: ⎯

⊥ 号

7

::应
%

‘ :

Ρ Ω Σ ∗ ≅ ⎯

亡 Β

ς

Ψ
、飞月
矛

[Ρ
, Χ :�Ζ

7⎯ =:乡
Β

> ϑ】Ρ
, ΣΖ

Μ ⎯ �

Β0
7
Χ �

利用 =Β
%

Ξ >
、

=Β
%

∀ >和 =Β
%

; > 可得

[0
� ⊥ �

0Ε⊥ Ε

>0
7 ⊥ 7

Ψ[0
, ε ,

0Ε ε Ε
&0式

7

>
%

=Β
%

: !

[Ρ
, Χ � Σ Ζ Χ : ⎯ 7

ϑΦ云=�⎯ Β
>.Θ

, �Ζ ⎯ Μ

Ψ
.⊥Τ 一一升Α 一一

一
一

丫
卫

认专
旦‘〔Ζ Χ ” ” Χ “

7

”‘=“
Β
, ”〔”, Ζ ‘

ϑ

>
,

[Ρ
, Χ : . Ζ 一 � 石7

:Φ压=�占刁Φ:Ρ
。 ΣΖ ⎯ ≅

Ψ

一

了三贾薯
=〔”,”‘

ϑ

“‘=“
Β

, ,,〔”一 ‘
一

’尸一 “Ψ
·

=Β
%

: :>

三
、

几个声子波函数的物理基

在前面两节中我们讨论了
·
个声子的波函数的数学基

网令Ψ
的性质

,

它们不是

总角动量的本征函数
%

在实际计算中应用总角动量的本征函数是方便的
,

即需要用群链

8 −

〕 2
−

〕2 ,

分类的
,
个声子的波函数 ΦΡ

, Σ =! 均△.φ > =
,
个声子波函数的物理基 >

%

为
‘

此
,

我们通过么正变换从数学基过渡到物理基
,

Γ 、 、

一
, Γ Γ Υ 、Η ‘

, Γ

、

, Θ”’=∃ Ζ >夺‘φ 夕一 导‘9才, 尸。⎯
入
尸⊥ ⎯ ’△‘φ Η

,

从 =:
%

:∀ > 式知道 9 。

Α 7巧 十 了。,

所以只有当

7 Υ Χ
。

一 Β印 一 乡> Α 材

=7
%

:>

=7
%

:
‘

>

时
,

么正矩阵元

份
%△ , 、

Ψ杯
为

!%ΘΔ 杭当 “ 一 Β∗ 一 。时 ‘。非“整数 ,

妙
‘,

式右边能够出现的波函数是

Ζ 一 ς 、

Θ” Σ 尸
。 吞

Η
· ‘ 一 戈Ζ 一 互> Χ ’‘ Χ Ε⎯ , =7

%

Β>

其中
,
⎯

, 滚可以取满足以下条件的非负整数
≅

! 簇 石 = 互
, 尸一 尸一 ⎯ = 7,’ 《 夸一 Β⎯%

Β

分别用 �’γ ς。 ,
ςγ Δ ≅

表示满足 =7
%

Β
‘

>式的 ￡的最小
、

最大值
%

于是有

谕
。

Α ∃ ,

当 参= 甲时 Μ ςγ ς。

可用下表给出
,

当 杏一 尸 Ψ 。时
%

=7
%

Β
’

>
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几一
一

火过 7 Ξ Χ � 7 < Χ Β 7 < Χ 7

7 月

7 月 Χ :

7 月 Χ Β

< Χ � 一 月

‘ 一 月

⊥ 一 冷

< Χ � 一 月

￡ Χ : 一 召

Τ 一 月

⊥
、

Χ : 一 月

Τ Χ : 一 月

⊥ Χ : 一 月

γ 。二

可用下表给出

二二匡兰
二
⋯兰ς卫一

7 月
:
,

=
占 一 “,

Ι
, =占 一 ”,

7 月 Χ ‘

Ι
Β 〔‘ 一 “, 一 ’

Ι
Β =‘ 一 “> 一 ’

7 月 Χ Β ΦΒ =
‘ 一 舀> 一 ΒΦΒ =百 一 月> 一 ‘

Ξ占 Χ Β Φ Ξ占 Χ 7

,

=
占 一 ”> Ι

, ‘占 一 ”> Χ �

Β =占 一 口, Ι
Β =占 一 “,

Β =占 一 口> 一 ::Β=占 一 月> 一 �

Ξ古 十  

Β =占一 月> Χ
%

:

Β =占 一 月> Χ �

Β =古一 月>

Ξ ,

”
·

“都是非负整数 令
:

“‘一
粤=ςγΔα =卿 一 ςγςΩ =哟 Χ ‘’

,

于 是 “ Μ Κ

η 护 一 夸的波函数的个数 Φ
,

Α Ι� > Β∗ 一 夸的波函数的个数 Φ
,

于是有 − 、 Α 0 Μ 一

一 Ι在 =!玛 中角动量 . Α Β∗ 一 χ 的波函数的个数 Φ
,

把上面给出的 标
ς。 ,

ςγΔ
≅

代入上式
,

即可得到

Τ Μ 一 −尹
,

当杏镇 尸时 Μ

Α Τς! , 一  ::>
,

当杏Ψ ∗ 时
%

=7% 7>

期
恤如

其中 Τς!
, ,

Τς�
, 分别为

Ξ占 Ξ古 Χ 7 ϑ Ξ 占 Χ �

Τ毒
。’ 占 Χ :

卜竺⋯
一

三二
叫

卜竺立三一⋯
:

“
Ι

“ Χ :
Φ

占 Χ : ϑ 占 Χ :
⋯
Κ 竺二兰
⋯

“ Χ ‘

舀一 ∗ 7 Ξ Χ � 7 召 Χ Β 7 叮 Χ 7

Τ
是
” Ξ 十 : � ⊥ Χ : & ⊥ 十 :

其中 占和
“

是非负整数
%

β ⊥⎯ ⊥Λ Ρ7Σ 得到了 −。的一个递推公式
,

但不如公式 =7
%

7 > 简单
%

应

用 =7
%

7 > 我们给出了 Ζ 从 。到 7! 时
,

总角动量量子数 . 的重复度
,
结果在表 : 中给出

%

下面我“:计算 ‘一 Β尸 一 “时的么正矩阵元
=
”
· Φ△ ,

《
若
=于

△‘

今
已”

,

么
=
”

≅
占 ϑ△‘“

>。。可容易地求得>
%

为了书写方便
,

弓ϑ人符号

[“ ,=。Ζ ,“》一[
Ζ
尸一

” ,。‘,

Ψ
, ‘一 Β尸一 Μ

=7
%

� >

为了确定附加量子数 心
,

引人算符 χ
,

它是产生三个偶合成总角动量为 。的声 子 产

生算符
%
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% 州 网叫 , % 叫

Α Α Α ‘舀% Α Α 叫‘公目

5
尸叫 , 叫

, % % , % 叫 , %叫

户 州 钾叫

/勺 , 叫 , 叫 , 叫 亡闪

尸叫 % 叫 尸% 户闷 ⊥ 闷 Λ 闷

/匀 沪叫 尸州 尸司 卜 & 卜&

峭一Ε闪一Ε

共 兴
峭一的

% 叫 户叫 护闷 卜 & Λ闷 吧, 、

Ε一峭Ε一阴入一Ε

班
笼

Λ价 护门

护产 ,

宁

Ε一仍)一仍Ε一Ε

。号兰喂一卜借仍一峭叭下一峭仍工)仍一_娇一。叭一认宁]%寸一卜甲�心寸一娇寸�寸份一阶寸:Β廿
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)一)

/二 , % 司 户目司

, 叫 一闷 ”司 户闷
% 口% % % % % % % 口白% % % 口%

/二 , 叫 尸州 , Α 州

甲Α Α

Κ
‘ Α , %

%
ΑΑ 尸‘ΑΑ Α ΑΑ

州叫 闷 , % 州 户」 户 闷

弓二 户司
一 户

闷
卜】 Λ勺 小刁 尸自 Λ产 , 产

寸
阅‘

Κ
, ‘% % % , % % 网‘% % , % 曰

, 州 , 叫 卜】 护闷
囚

吧喃 峭
护产

啥 甲
勺 目 �] ,

/匀 , 叫 一 一
户闷 ⊥ 闷 卜 & 护户 Λ沪 Λ门

寸
阅

叫
, 宁

州土5竺Ξ泣Δ5巴卜二;二叭竺份阴

叭一叭一;叭一叭一协二甲一叭穿一甲一仍宁一寸分一峭们一阶
三

们一闪)一ΕΕ一Ε

‘二
护州 尸州 一

% 叫户% %

一
% % % % % % % 目% % 目

白% %
% % %%
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%

,
‘
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电
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甲子勺  户

 价  产
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囚一Δ
、
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]
,

一
, 目日

]
,

一

甲叫 , 网 川

尸闷 , , 司

侧洲侧摊阅娜侣喇归爵霭彼蓄氏只板带忍

工邵

护闷 卜刀 卜Χ 卜Π  乃  们  门 阅目  产 尸价 气犷  门  7 气∃口 爱叻  八
,
犷  护  乃 勺川
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, � �

一
,

一
�
�

一

一
一;

, , 一

; ; ;
一一一

� 叫
� ,
‘

, 一; 甲, � 叫, � � � � � 叫� � � � � � � , 电� � � 网 � � � � ‘ 曰� ‘� ‘

户 闷 , 州
卜刀 卜】 价刀 吧哟  们 4 闷  价  哟 卜! 之沪 4 7 户闷  灼 甲尹  闷 吧, 、 七门 护闷
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仍一峭一Ο一帕 闪一Δ一仍一Ο一Ο一Ο阶一Ο一峭一Ο州一仍一Ο一Ο阶一Ο一峭一Δ一Δ一阶 囚一凶一峭一Ο一Ο一Ο

Δ一Δ阶一Ο峭一Ο一Δ一刊

Δ一阶

州一Δ一价一闪峭一Ο一峭一Ο州一仍一Ο一Δ州一入一怕一Ο Ο一Δ一阶一Δ一Δ一Ο Δ一Ο一Ο一闪Δ一工一Δ一Δ

Ο一ΔΔ一ΟΟ一ΟΔ一ΔΔ一囚

口
, , 川 � � 司

]
, � 叫豪笼

户门 户 Χ 户Χ

一叫

内 凶
尸州

Ο一囚Δ一Ο Ο一囚Ο一ΟΟ一Ο囚一洲Δ一工Ο一Ο卜 Π
Δ 闪

, , 叫, , , , , ,山, , 一, , ,

俐
州

户刁
, � 闷

闪 Δ 卜Χ 产 Π

;
一叭 , ‘ � ,

� � � � � � � � � � � �
山
目� �

一
,山 川 户闷 , 叫 尸叫 甲� 月 .闷月

”叫 , 川 尸勺 卜Χ �
�

叫 , 叫 卜翻

,
闷 , 目确 , 闷 , 叫 川 , 叫 甲目川 , , 闷 , 叫 一 闷 , 叫 产月 , 叫 ,

�

归司 尸司 , 目叫 , � 叫 尸叫门 尸 ‘司

,
, , 司 尸叫 , 叫 一

‘

璧趾⊥生生牛⊥至委釜兰
。

厂Ν
;

户Χ 吧明 中
甘、 勺, 三、 的 户 日 口 口 聋 二 公

一

写 卜 巴 公 窝 胃 丸 胃 蕊 羚 冷 食 留 兄 鼠
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、、,Η
7

&,

7

ΗΗ、、、
,
一 Η Β 、 ,

一 Η : 、 Η
一 Η Β ∴ ,

一
χ Α # :< 又7 Β Η Χ # :< 又7 ! Η 十 丫 Β ∀ 又7 : Φ一 # ∀

!
‘ 、

7
子 、

Β

=7
%

 >

算符 口与 与
, 9 Π ,

对易
,

但它作用到一个辛弱数为 Ζ 一 7 的态上
,

并不产生一个辛弱数为

尸的态
,

而是产生许多个具有不同辛弱数的态的迭加
%

因此
,

我们引入一个投影算符少
,

使得 :>

少夕】Ρ
, 一 7 Σ =∃ Ζ 一 7 >△

’

.材> Α 告, 〔
· , ‘。Ζ , △‘φ > , =7

%

Ξ >

其中 Υ 是归一化常数
%

利用算符少 Ζ Α 歹
,

我们可以按以下规则决定附加量子数 △
%

=ς> 对于任一个辛弱数为 ∗ 的态
,

若它本身不可能利用公式 =7
%

Ξ >从辛弱数为 尸一 7

的态得到
,

则记这个态为 △ Α !
%

利用公式 =7
%

7 >可以决定在△ 一 。的态中
, . 的可取值

为
. Α Β尸 , Β尸一 Β

,

⋯
。 Ζ

%

=7
%

Ξ
’

>

并且重复度都是 :Β>
%

因此
,

态 Φ〔
,

〕=!∗> ! .φ > 是完全确定的
%

=::> 对于辛弱数为 Ζ 一 7 ,

△ Α ! 的任一个态
,

可以按照公式 =7
,

Ξ > 构成一个辛弱数

为 Ζ 的态
,

这样的态记为△ 一 : ,

ΦΡ
。 Σ =。Ζ> &, 、> 一粤歹�Ρ

。

一 Μ Σ =。尸 一 Μ >。, 、Ψ
%

其中
/ 一

’
Κ 一 、 ‘ , , 一 、 ·

Υ 为归一化常数
%

由 =ς> 中的讨论可知 . 的可取值为 . Α Β=尸 一 7 >
, Β=Ζ 一 习 一 Β ,

⋯
,

=Ζ 一 7 >

=ςςς > 继使重复 =ςς> 中所使用的方法
,

可以确定 △为任何数时的波函数

,〔
· , =∃ Ζ , △‘φ > 一告口

·
,汇一

, △ , =” Ζ 一 , △ , ! ‘φ >

其中 Υ 仍为归一化常数
%

这样我们可以把
,
个声子的波函数写为

,9
· , =。玛△‘φ > 一告口

·
, 〔一

, △ , =” Ζ 一 , △ , “‘φ >
,

. 一 Β=Ζ 一 7△>
, Β印 一 7△> 一 Β , Β印 一 7△> 一 7

,

⋯
,

=尸一 7△>
%

=7
%

∀>

需要注意的是波函数 =7
%

∀ > 是独立的
,

但是七们不一定相互正交
%

将 =7
%

Ξ > 代人 =7
%

 >
,

化简后可得

=沙Π&=∃尸>△ Μ > 一告万‘
乡、一口Φ乡

≅ , Μ

>=西
:, ,

Φ=∃尸
Μ

> △ 一 � Μ
,

>
,

七 。: , Κ

=7
%

 >

其中 Ζ ≅

Α Ζ 一 7
,

杏
,

Α 夸一 Ξ
%

矩阵元 [⎯ς �口Φ瓦动 可以利用公式 =Β
%

Β > 计算出来
,

结果

在表 Β 中给出
%

从表 Β 中可以看出 [!! :歹Φ瓦动 Α !
%

于是
,

对于 △钾 。的态 =!! Φ=!均

! ,

而对于△ 一 。的态却有 [!! 】=!玲。扮

将 =7
‘

� >代入 =7
%

:> 得

ΦΡ
Ω ]=∃尸>△. Α 衬一 Β尸 一 占>

≅

箫 。
,

利用这个性质可以决定△ Α ∃

△ 粉 ! 舒 Κ

的态
%

∗ 一 ς

艺 ϑ〔
” Σ 尸

? Λ
’

/

·、

>
‘”‘,=!”, △ Μ >

·

=7
·

; >

�> 应用第 Β 节中的公式可以证明 办Φ卜 一 7 Σ =! Ζ 一 7> 0
‘

.φ Ψ长 !
%

当 0 二 ! 时
,
. η ΕΖ 一 若时的重复度等于 Τ= Ζ 彗> 一 Τ =Ζ 一 7 考一 Ξ>

。

这是因为 ≅ 可以通过 =7
%

Ξ >式 构成
. 一 ΕΖ 一 考的波函数的个数等于 Τ= Ζ 一 7 若一 Ξ >

%

再应用公式 =7
%

7> 即可得到公式 =7
%

Ξ
产

>
%
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表 Β [份 ϑι Φ⎯
≅
‘

,

Ψ

帆一中
[”‘%“Φ‘

:
‘

:

Ψ 一 ⊥。=二Π , 石
≅ Π二>
了右,

ϑ

Χ : 一 ⎯
,

>生=Ε Ζ Χ Β , ⎯> ϑ =ΕΖ ,
Χ : >竺

下飞 一 ⎯> ϑ =ΕΖ
,

Χ Β 一 ⎯
≅

>卫=Ε Ζ Χ _ > ϑ

⎯⎯⎯
一

ς
,,

ιιι

⎯⎯⎯ 一 Ξ Λ Χ ΒΒΒ 一 斌7臼 Χ 召 Χ _ >=刁 一 。
’

半 _>=ϕ

一
Χ Β >=左 Χ α Χ : >=汉 Χ 左 Χ Β >=ϕ Χ 尤 Χ 7 >>>

=====Ε0 Χ Β >=Ε0 Χ 7 >=Β滩 Χ � >>>

⎯⎯⎯ 一 Ξ : 十 ��� 一 斌 7 =注 一 Τ Χ : >=注 Χ 。 Χ : >=滩 Χ 。 Χ Β >=左 一 天 Χ �>=刁 一 尤 Χ Β >=Ω 一 尺 Χ 7 >>>

=====Β注 Χ Β >=Ε0 Χ 7 >=Ε0 Χ � >>>

⎯⎯⎯ 一  : Χ ::: 7 斌=八 Χ 。 Χ �>=注 一 。 Χ _ >=注 Χ 尤 Χ � >=ϕ 一 尺 Χ �>>>

=====ϕ Χ �>=Ε0 Χ 7 >>>

石石一 斗 ς 十 ��� 一 =注 Χ 7  
> 丫7 =八 一 ‘ Χ : >=滩 Χ ε Χ : >=注 Χ ε Χ Β >=0 一 ‘>>>

ΕΕΕΕΕ0 =Ε0 Χ Β >=Ε0 Χ 7 >>>

⎯⎯⎯ 一 斗 ςςς 一 =注 一 7  
> 丫 7=ϕ Χ Ξ Χ : >=连 一 ε Χ �> =八 一 尤 Χ Β >=0 Χ ε >>>

ΕΕΕΕΕ0 =Β注 Χ Β >=劫 Χ 7 >>>

乡乡 一 7 ::: 一 =; 召ε Χ ∀注=0 Χ �> >>>
77777 0 =注 Χ �>>>

力力 一 Β :::
竺二止逛理匹塑二亘土三已兰址述二二

=====Β 注 一 :>=Ε0 >=Ε0 Χ Β >>>

⎯⎯⎯ 一 Β : 一 ... =注 Χ � Χ 了君>侧 7 =江 一 ⊥
>=注 一 兀 Χ _>=戏 Χ 尤 一 _>=注 Χ 犬>>>

=====Β连 一 :>=Ε0 >=Ε0 Χ Β>>>

⎯⎯⎯ 一 : : 一 :::

尘业三远址且汪三且丝二且且
八八八=Ε Ω 一 : >>>

石石 ς 一 ��� 斌7 =注 Χ ￡
>=注 Χ ⊥ 一 : >=左 一 召

>=八 一 尺>=0 一 ε 一 :>=0 一 ε 一 Β >>>

=====Ε0 一 Β>=Ε0 一 �>=Β左>>>

⎯⎯⎯ ς 一 ΒΒΒ 丫双刁
一
二 云又] 二 ⊥ 一 Σ >=ϕ Χ 。

>=滩 Χ 犬>=0 Χ ε 公 : >=0 Χ ε 一 Β>>>

=====劫 一 Β>=Ε0 一 :>=Ε0 >>>

由于 :Ρ
Ω Σ =∃ Ζ>△ : :> 满足方程

乙 Μ

�Ρ
, :=∃尸>△: : >一 。, 乙 Μ

一 Β ≅ Μ
一丫万丁

,二 一 : Μ
%

应用第一节中的公式
,

即可求出 灯⎯Θ’ Φ=! 玛△约满足的方程组

=7
%

;
‘

>

、石, ,=。尸>△。, 一
Ι
7 =ς Χ �>⎯ =Β尸 Χ 7 一 占>
� =Ζ 一 ⎯>=Ζ Χ Β 一 ⎯ > �

’ΗΒ 、石 一 � ‘Χ “
%

‘“Ζ , △‘>
,

ΗΒ、�、.&

当 Ε⎯ Χ 7 : Χ � Α

=占ς Φ=∃ Ζ>△萝>

萝时
,

一 Χ

Ι
斗=杏

、
Χ Β 一 Β占>=Ζ Χ ⎯ 一 杏

,

>=Ζ Χ Β 一 ⎯>=Ζ Χ : 一 占>
7 ⎯=登

‘
Χ �

一
⎯>=Ζ Χ : 一 ⎯ 一 矛>=ΕΖ Χ 7 一 ⎯>

左
、且9Ε%&

·

=占一 :: ϑ=∃Ζ >△χ> 一 Ι
=ς Χ �>=占一 �>=Ζ Χ : 一占一舀Μ

>=ΕΖ Χ �一石>=Ζ Χ :一吞>
⎯ =杏

‘
Χ �一 Ε⎯>=Ζ Χ �一⎯一ς>=ΕΖ Χ 7 一⎯>=Ζ Χ 7 一 ⎯>

·

=⎯ 一 Β Χ � Φ=∃ Ζ >△杏>
,

当 。提 ⎯ 蕊互 舀一 尸一 ⎯ = 7ς 提 杏一 Β占 时
,

=7
%

:! >

其中 彭 Α 杏一 7:
%

作变换
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[占: :=∃尸>△登> Α
4 =去ς△杏>

=7
%

Β一>
∗ 一 ⎯

夸ς 一 Ε⎯
>=

ΕΖ Χ Β

>
⎯

Η

�
、

、
、%户Η

/ ⎯ ϑ ς ϑ

Γ

Η画
,
￡止止二兰尸一

‘

一

# ∴ � Η ∗ 一 ⎯ ∴ ,%

其中 Υ 是归一化常数
,

选择 / 使得

4 =! ςγ Π。

△杏> Α �
,

其中 ςγ Μ。

是使 4 =! :△畜> 铸 。时的最小 ς 值
%

将 =7
%

: : >代人 =7
%

:! > 得

=7一 �
’

>

以 ⎯ς △约 一 旦
�

占=Β尸 Χ 7 一 石>

∗ Χ Β 一 ⎯

4 =⎯ 一 : : Χ �△夸>
,

当 Ε⎯ Χ � Χ 7: Α 杏时
,

=7
%

:Β >

4 =占ς△杏> η =夸
‘
Χ Β 一 Β右>Λ =占一 ::△杏>

7 〔⎯ 一 �>=Ε∗ Χ � 一 ⎯ >=∗ Χ � Χ ⎯ 一 占ς> 。 ,

一 Γ

一
厂 又乡 一 乙

斗 =∗ 十 Β 一 ⎯ >=∗ Χ 7 一 ⎯ >
Χ : △约

当 。蕊 ⎯ 镬 互
,

Μ 一 Ζ 一 ⎯ 成 7ς 蕊 Μ 一 Β⎯ 时
%

Β
=7

%

:Β
’

>

从 =7
%

:Β
’

>可以看出 ⎯ 烤 。时的 4=⎯ς △约是 4 =!ς △约 的线性组合
,

即

4=云ς△杏> 一 艺 6=夸
Π云Τ>Λ =! : Χ Τ △ 杏>

,

=7
%

: 7 >

其中 6= 氛⎯]> 由下式决定

6=杏
‘⎯ _> Α =夸

‘
Χ Β 一 Ε⎯>6=杏

‘ 占一 � ]>

7

�

=占一 �>=Β尸 Χ � 一 石>=Ζ Χ � Χ 右 一 杏
ς

>

=Ζ Χ Β 一 占>=∗ Χ 7 一 ⎯ >

6=杏
‘∃]> Α 占=]∃>

%

6=夸
‘⎯ 一 Ε ]一 �>

,

=7
%

:斗>

经简单计算有

6=Β右Χ : 右 Χ : ! > Α =Β占 Χ �> ϑ ϑ
,

6=Β 右Χ � 右 Χ : :> Α =Β乡 Χ 一> ϑ ϑ Η Β
%

=7
%

: �
’

>

将 =7
%

:7 > 代入 =7
%

: Β> 可得 4 =! :△约 满足的方程组

艺 Λ=杏
、 右 Χ : Β>4 =∃ ‘Χ Τ △杏> 一 。

,

夸
‘

一 Β占 Χ :
%

=7
%

:、>

利用 =7
%

:�
‘

> 可以容易地得到△ Α ! 时的 4=! ς△约 =它除了满足=7
%

: > 以外
,

要求 4=!! △

一 时 > 今 !>
%

于是有

4 =!  !参> Α 。=ς
,

! >
,

夸Α 偶 ≅

η 占=:
&

∃ > Χ Β占=ς
, �>

,

夸Α 奇
%

=7
%

:Ξ >

将 =7
%

: :> 代入 =7 < >
,

并取 右一 。,

即得

一 Η 八
,

“
、

:
。

一
Η 。 % Γ Γ 、

%

, % 、 Γ
,

4 =! :△杏> Α
一

令生ς4 =! :一 � △一 � 杏一 Ξ > Χ 《ς 一 : >4 =! : 一 Β △ 一 � 言一 Ξ > Φ
%

= 7
%

:夕>
△

一 、 一 、 “ Κ

一
一 〕 一 Η & % 、 “ “

’
Η

由 =7
%

: Ξ >及 =7
%

:夕>可以得到

爪。泊约 Α
才ϑ

=ς 一 △> ϑ=Β△ 一 ς> ϑ

=ς Χ �>ϑ

杏Α 偶 Μ

=ς 一 △> ϑ=Β△ Χ � 一 ς> ϑ
参一 奇

%

=7
%

: < >

至此我们就完全确定了
,
个声子波函数的物理基 :Ρ

,

Σ=!尸>△.玲 了
,

即
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∗ 一 ς

�Ρ
Ω �=∃Ζ >△: :Ψ Α 艺 :Ρ

Ω Σ Ζ
吞

>=, ‘,=∃ Ζ ,△‘>
,

=7
%

:; >

∗ η !

表 7 [⎯ς Ι=∃扔△夸>
Π

∗ 二 � ∗ 二 Β

田
、

田 目∗ 二 7

手手Α 泛泛
5 !!! !

,
ΒΒΒ !

,
777 �

,
ΞΞΞ

!!! !!! :::

招招
‘

Η...
!!!

、、、、、 .88888

!!! �������

糯糯 孺孺
!!! ΒΒΒΒΒΒΒΒΒ 厘厘

叫叫叫叫叫叫 ∀!!!

��� !!!!!

漂漂 Η.....
叫叫叫叫叫 .88888

��� ���������

孺孺
777 ΒΒΒΒΒΒΒΒΒ Γ

‘

江江
,,,,,, ∀!!!

∗ 二 �

ΑΑΑ 、

扮
、

丈丈
!

,
!!! !

,

ΒΒΒ !
,
777 !

,
��� :

,

ΞΞΞ

!!! !!! ���

拜拜 了粤粤 了票票
!!!

!!! :::::::

拜拜
!!!

Η二二,,,,,,, Ξ Β ΒΒΒ

!!! ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ
‘

Η巫巫,,,,,,, Ξ Β ΒΒΒ

::: !!!!!

了粤粤
‘

Η...
‘

Η巫巫
!!!

叫叫叫叫叫 ∀∀∀ 叮 ∀ :     

��� :::::::::::
‘

Η巫巫、、、、、、、 Ξ Β ΒΒΒ

ΒΒΒ !!!!!!!!!
‘

Ι巫巫
一

孺孺,,,,,, ∀ :      

777 !!!!!!!!!!! 一

漂漂
Π 盛确定后 夸的可取值为 ‘▲

,

‘△ Χ Β
,

‘△ 十 7
,

⋯
,
尸 Χ 7吞

%
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其中系数 戈⎯ ς�=∃ Ζ>△爹> 由公式 =7
%

: : >
、

=7
,

:7 >
、

=7
%

: > 给出
%

在实际应用中还应当把波函数 =7
%

:; > 正交化用 :Ρ
,

」=∃∗> △: : >
。 ,

表示正交化了的声

子波函数
,

它们可以选为

】Ρ
Ω Σ =∃ Ζ >! : :>

口,

Α 】Ρ
, >=∃Ζ >! : : >

,

::
! :=∃Ζ > :: : >

。,

Α Υ 。

姜Ρ
Ω Σ =∃Ζ >! : ΒΨ Χ Υ Μ

:Ρ
,

Σ=∃ Ζ> : : :、
,

=7 Β ∋>

应用以上公式我们计算了一些声子的波函数
,

结果在表 7 中给出
%

我们已经给出了
,
个声子波函数的物理基的表达式

,

波函数 :Ρ
。

〕=∃玛△.φ >
。,

经过

适当的选择可以解释为一些振动带
,

关于这方面的讨论可以参看 0
%

0 Λς γ Δ

的文章 Ρ7&
%

结 束 语

以上我们讨论了
Ω 个声子波函数的一般性质

,

我们准备应用本文的结果讨论原子核

形状四极振动的非简谐性问题
%

参

4
%

κ 盯γ Δ Ω
%

− ∃γ ⊥ 9 民Θ∋ Λ ⊥ Τ ∃ Ω

考 文 献

3 ,
∃∋ Ζ Δ Ω ϕ Ν λ ⊥玉Λ 0 Ζ ∗� ς∃ Δ 士ς∃ Ω Θ∃ −∗

⊥⊥ Θ
∃

Λ ∃ Τ⊥ ∃ Ζ丁
,

) ∃ Λ ϕ ςΘΔ ,
: ;Ξ !

%

Ν
%

::
, 洲三λ Θ

,

) 、口:
%

尹λ夕沙
% ,

Ξ7 =: ; Ξ  >
%

: : ∀
%

0� ςγ Δ Δ 刀 ϕ 4
%

.Δ
⊥λ ��∃

,

0 ” 儿
%

尸入夕 
% ,

;; =: ; ∀ Ξ >
,

&
%
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