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两体自旋轨道相互作用矩阵元的公式

张 庆 营
9湖 南 大 学 :

摘 要

本文推导了壳层模型中两个粒子之间的两体自旋轨道相互作用矩阵元的普

遍公式
,

本文的公式比 # 。详 和 )3; 扣3; 的公式简单
5

一
、

引 言

根据核力的介子理论
、

核子核子散射实验和核结构的研究
,

都表明了在二核子相互作

用中
,

存在着两体 自旋轨道相互作用项<!!
5

本文推导了壳层模型中单粒子态的两体 自旋轨道相互作用算符矩阵元的普 遍 公 式
5

= # 3 详 和 )
5

>
5

) 3 ; ? ≅3 ;
曾经推导过这种公式 < Α

5

他们的推导方法很麻烦
,

首先是把

两体自旋轨道相互作用算符展开
,

组合成张量算符的张量积之和
,

形成很冗长而复杂的表

达式
,

然后再去求矩阵元
,

得出的公式很复杂
5

我们是在求矩阵元的过程 中将算符展开
,

这样就不会出现很冗长复杂的表达式
,

推导过程比较简易清楚
,

更加上利用了我们推出的

较紧凑的新的梯度公式
,

由此得到的两体自旋轨道相互作用算符矩阵元的公 式 比 # 。伴

和 ) 。】4? ≅ 3 ; 的公式简单
5

本文仍然用 ∋Β ΧΒ Δ 的张量算符代数方法 <�Α ,

具体的运算方法和 # 3 ΕΦ 和 ) 3 ; ? ≅3; 的

有所不同
5

下面第二节列出一些要用到的张量算符代数的公式
,

并推导了新的梯度公式
5

第三节叙述推导过程及结果
,

最后举出了同科粒子的特例
,

这时公式大为简化
5

二
、

预 备 公 式

两粒子自旋轨道相互作用算符的形式如下
Γ

Η )Ι 二 Η牙一 夸9
,
:)

Γ
·

%5

这里 夸9
,
: 是径向部分

, ,
·

二
ϑ , 。

一 !几 一 ΚΒ 4 是两个粒子之间的距离
,
人 和 九

子
Β

和粒子 Λ 的矢径
5

而

9!:

分别是粒

乙Γ 一弃9
Κ 、 一 、: Μ 9Ε

。

一 二:
,

乙万
9Ν

Β

:

是两个粒子的相对运动轨道角动量算符
,

∀Β 和 Ε Λ
是两个粒子的动量算符

,

总自旋算符是

本文于 ! � 8 Ο 年 斗月 !6 日收到
5
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Γ

Τ Β Λ
:

5

6 Υ �

9ΝΛ:

相对运动轨道角动量算符 )
Γ

可以化为三项之和
Γ

)一合
) 一

六
9一 ς Ε

·

, 一
六

9ΚΒ ς Ε Λ

,
·

9� :

其中
) 一 Γ Τ 几一 生 9Κ

Γ

Μ ∀Β : Τ 粤9
Κ 。 Μ Ε Λ

:
5

Δ 刀

9Ω :

下面要用到这两个关系式
Γ

−
·

1 Θ 9了
‘,

·

19
‘::

,

9Υ:

<丁 Μ Ξ 4梦
, Θ 一 Ψ了万 <笋

‘, Μ “
‘, Α梦, ,

96:

上式左边 − Μ 1 是直角坐标系中两个矢量的矢量积
,

右边是球面矢量 笋 4: 和 1
‘:
取张

量积所构成的球面矢量的第 Ζ 个分量
5

将矢径
Κ 化为球面坐标的三个分量就是

Γ

魂
: 一

‘

[巫
ϑ ∃ ϑ 9。

, , :一
。 :9 。

, , :
5

2 �

98:

利用96 :式和 98: 式可得

一

矗
Γ , 。 ς ,

Γ

〕Γ : 一

零
ϑ Λ

Γ。
!: ς Η 。:〕Γ : ,

梯度算符 Η驴作用于轨道波函数 巾
,

9
ϑ

:∴汉Ο , 甲:9币
Γ

9
ϑ
:是径向波函数

, 丫

上得
Γ

9Ο :

是某种量子数 :

甲9, :币
Γ

9
Κ
:∃众93

, 甲:

Θ

9护芳:
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一 9
5
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十 一不一: 中
‘戈犷夕 , 9� :

梯度算符矩阵元根据 > Ψ? 44Φ Κ

一Χα ΒΚ7 定理化 为

9了
‘

4
,

⊥
,

β甲梦, !了4⊥ χ

]! 4⊥ Ζ δ4一4
‘

⊥
,

:]丫
,

4
,

!!8
“:!!丫4χ

5

9! ε :

丫万厂干丁

将上式和9� :式比较
,

即可求出约化矩阵元

9Γ
,

,
,

ββ二 9! :,δ, ,χ 一 9占
, , ‘一 !:9一 ! :

粤丫票票
又 9,

,

._李
Τ 9一 !

厂
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川
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,
、 匕霎上 [ � ! 一 4

‘

Τ !⎯
七 一 Θ 戈一 4φ

‘

气

—
!
5

⎯  [
9!  :

9! ! :式就是我们推得的梯度公式
,

可见梯度算符 甲沪的约化矩阵元和 Χ 沪93
, 甲: 的约化

矩阵元成简单的比例关系
,

这一性质对我们化简下节的公式很有用
5

三
、

公式推导及结果

现在推导 ) % 藕合表象中两粒子 自旋轨道相互作用算符矩阵元的显表示式
5

设两个

粒子分别填充在 耐 和 沼
‘

的两个单粒子态上
,

在 ) Ι 藕合表象中
,

这两个粒子的两体 自旋

轨道相互作用算符的矩阵元是
Γ

]∗ χ三 ]吞4
Γ

4Λ
9乙:

, Β ΙΛ
9Ι :=γ Ψ杏9

Κ Γ Λ

:

Μ ) Γ
·

万β声
‘

η
Β

η二9)
‘

:
Ι二

Ι

‘9Ι
’

:=γ χ

Θ ]夕4
‘

4Λ 9) :
Ι ,
9%:=γ φ歹9

Κ

:)
Γ

·

Υ !夕
‘

η二4益9乙
‘

:
ϑ Ι
9Ι

’

:=材χ占
Ι

,
Ι ‘占,

5
,

[
, ,

! Ρ Ρ ‘

⎯
9刃

Γ

一 ‘Λ

一 了。 Θ ‘Λ Θ
Ι

ι 一
, 占 Θ 1 , ! β

。

 [
9!� :

上式没有写出主量子数
”
和 ;’

,

至于 夕和 尸
,

则是为了唯一确定这个态的其他量 子数9如

果需要的话:
5

因为矩阵元9 !� :和γ无关
,

今后一般不写出 γ
5

利用9Υ :式
,

可将9! � :式化为9参看< 斗Α
,

∀
5

! ! !:
Γ

9石χ 一 了万9一 4:
, Τ “‘一 = 二94 乙 4 乙

·
ϑ 了! :注

ϑ 乙,

。Ι
,
Ι ,

。、
,

, ,

9, Ω :

ϕ 9! ) . )
‘
ϑ = 4: 是 4κΒ ΧΒ Δ 系数

,

又

注二
β

Θ ]夕
, Β

4
Β , ; 3 4Λ ϑ 4

Β

4Δ ) .Α杏9
Κ

:) 督, .β夕
’, 夏4二

, ,
二4云ϑ 4二4‘)

‘

χ
5

9! Υ :

其中 夕、4Β
,

九4Λ
是代表波函数的径向部分

,

三个数 )
、

! 和 )’ 之间应满足 三 角条 件

△9乙 . )
‘

:
,

所以没有 /ε
。

的项
5

根据9� :式
,

约化矩阵元 /记 可以分为三项
,

以下将这三项一一求出
5

住: 第一 项

, Γ Γ
·

9!: 二 告9吞
打 ‘

,
Γ , , Λ , Λ ϑ ,

Γ

, Λ Γ δβϑ 9
·
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! , ββ夕
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二
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ϑ
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,
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一
:

Γ 。

彭Γ
,

?
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! 厂了丁丁一二
Θ
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尹

夕按 )
Φ?Φ ;≅ 。 多项式展开

,

利用球函数的加法定理得
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5
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9 !:

上式的 �Ψ 符号是由于计算两个张量算符的张量积的约化矩 阵元而 出 现 的 9参看 〔Ω!

∀
·

! ! ε :
5

渗、
9� : 第三项

第三项 / ))
,

9� : 的求法和第二项相同
,

结果如下
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将梯度公式9! !: 代人 / ‘9 :和 /二
,

9� : 中
,

这两项可以合并为一项
,

再加上第一项
,

最后就得出了 ) % 藕合表象中两体自旋轨道相互作用算符矩阵元的显表示式为
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汉 走由9 ε :式定义
5

9 � :式就是我们所要推导的最后结果
5

现在让我们把这个公式同 # 3 ΕΦ 一
)3 ;? ≅3; 公

式作一比较9见〔 Α 的9!6 :式及有关各式
5

在【 〕中引入了同位旋
,

我们没有引入
5

如果要

考虑同位旋
,

就要添上相应的因子
,

但对问题的实质没有影响:
,

不过他们所用的符号和本

文的不同
5

如果化为同样的符号 9可参看文献 < Ω δ和 <ΥΑ 中有关的关系式:
,

就会看到
,

本文

的公式比 # 。

卿
)3; ? ≅3 ;

公式简单之处就是第二项9第一项没有简化
,

但这一项本身已很

简单
。

没有第二项那么复杂 :
5

文献【 ! 中9!6 :式第二项对 Μ∴ 的求和相当于本文9 � :式第

二项对 4ϑ’η? 的求和
,

而符号 。94 Β47Ψ4Χ 4= ϑ 乙)’ ϑ ”
Γ友! ! !: 中所包含的一个 6 !符号和一个 �了
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符号同本文9 � :式第二项中的 6φ 符号和 �Ψ 符号不一样
,

该处的径向积分 尹
、 Χ 花和 ν 毛相

当于本文的 刀花
、 Σ圣和 Σ全

5

主要的差异不在这些地方
,

而在于 小 和 ν 花的相乘因子 代
。 ,

Λ , ‘
:

,

这是一个包含有四个 �φ符号 9其中两个是倒数 :和两个 6Ψ 符号的复杂的求和项9其

实用不着变换符号
,

我们在文献【 ! 的 代
Β , Λ , Γ

:的表示式中也能够看出它是很复杂的求

和项 :
,

而在本文9 � :式中
,

这样复杂的因子没有出现了
,

代替它的是 Χ4
,, “

9即 Σ圣和 Σ 全

的系数 :
,

由9 ! :式看出
,
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,

比 ∀9
。 , Λ ,

Χ: 简单得多了
,

这就是两种公式

的最主要的不同之处
5

总起来说
,

两种公式是有差别的
,

本文的公式比 # 。详一) 3; ?≅3; 公式要简单
,

因而在

实际运用时也比较方便
5

在实际应用中
,

经常遇到粒子
Β 和粒子 Λ 是全同的同科粒子的特殊情况

,

这时
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在这种情况下
,
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普遍公式
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对任何径向波函数都适用
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