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非阿贝尔规范势分解的几何表述

段 一 士 葛 墨 林
=兰 州 大 学>

摘 要

从无挠嘉当儿何的观点出发讨论 了非阿贝尔规范势的分解
7

借助 丫一矩阵

和洛仑兹群生成元的对易关系
,

得到相应的
“
同位旋空间

”
的规范势的表达式

7

在工作 【  中通过 ∋ 2 ?

规范势的分解并与基本场结合起来得到了规范场对偶荷与同

位旋空间拓扑性质的联系
,

其后通过同位旋矢量函数扩=幻 =
。 ≅  

, � , Α >将自然守恒流

用 卜函数的形式表达出来 � ,

证明多个经典磁单极体系的运动轨道均对应同位旋空间的

原点 扩 ≅ Β
7

但从几何角度
,

用 )Χ ;ΔΧ
Ε
活动标架来描述 ∋ 2 ?

规范势是很方便的 ΦΑ7 Γ〕,

而如

利用价=幻 ≅ 中=幻Ε =幻 =矢号表示同位旋矢量> 代替原来的同位旋单位矢 Ε =幻 之后
,

可

以毫无困难地将结构方程推广到同位旋空间而又保证外微分等运算形式 不 变
,

这 点 从

ΗΧ ;ΔΧ
Ε
原始理论 Φ#Ι 以及微分几何来看几乎是显然的

7

过去讨论空间几何性质
,

特别是在引入黎曼几何时
,

通常是引入包含挠率矩阵和曲率

矩阵的两组结构方程
,

例如 Δ� 中所述
7

由引进联络的公理化方法 出发
,

我们同样可以引

入在更广泛的一萎内空间成立的两组结构方程
,

它事实上属于 ΗΧ ;ΔΧ
。
几何

,

形式上也有

类似挠率矩阵与曲率矩阵的两类协变形式的发甫式
,

可以称它们为广义挠率矩阵 =以下

用 ∀’表示 >与广义曲率矩阵=以下用 / 表示>
7

在附加一定限制条件时
,

此中定义的 / 与

〔� 中的曲率矩阵本质上没有什么不同
7

但在这个几何中
,

我们并不由标架出发
,

而是首

先定义与
“
平移

”
有关的发甫式以及与

“
转动

”
有关的发甫式

,

它们仍为  一形式
,

一经给定
,

就决定了 1 和 / ,

至于这两种发甫式给定的原则主要是出于物理的考虑
7

例如对黎曼几何而言
,

上述两个发甫式分别由四脚标架礼=。 >
=
“
半度规

”

>和带有一个

黎曼指标的李西旋度系数 那洒
>构成

,

应用限制条件 1 ≅ Β 与 礼=Χ >的协变微商为零
,

便导

致了对称下标的第二类克氏符号用度规的表达式或李西旋度系数 ϑ =ΧΚ
ϑ >用四脚标架 的表

达式
,

这在广义相对论中是熟知的
7

既然如此
,

将这个办法应用于其它内空间例如同位旋

空间会有什么结果呢Λ 本文就是将上述观念应用于局域性内空间
,

例如 ∋2 ϑ

同位旋空间

与内洛仑兹空间
,

结果表明利用此一统一的几何描述可以将规范势合理地分解为 更基

本的
“
场

”
7

从这些讨论中还将看到
’Δ % 55 Μ; 所定义的 托ΝΝΟ 场 =本文记号用 Ε =幻

,

且

模为 6> 是对抽象同位旋空间几何描述的重要环节
7

以下我们首先列出结构方程的一些公式
,

它们在微分几何上是熟知的
,

然后选择适当

本文  ! ∀ < 年 � 月 �∀ 日收到
7



的例外代数 Φ∀Ι

分解式
7
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具体表示出 1 ,

最后利用无挠条件 1 ≅ Β 求出 ∋ 2 ?

群和洛仑兹群规范势的

一

考虑以下两个  一形式发甫式矩阵 ϑ

。=二> 一 。 Π

=戈>Θ Ρ “ ≅ Ρ梦
, =劣> + =ϑ >Θ Ρ “ ,

夕=劣 > ≅ 风=二>Θ Ρ “ ≅ ;梦
, =劣>( ϑ , ,Θ Ρ “ ,

式中 =
口
>
、

=∗ >表示广义群指标
7

与它们相联系的 1 和 / 为
〔<Ι ϑ

= >

=� >

、

、�
、

、Σ,、连
月Τ飞、

‘

‘
、

Θ。 一 Φ口。 Ι
,

一一1
Υ一�

生 / ≅ 相 一 「朋」

‘

、了
‘
、Τ曰乡�ΒΤ‘、厂‘、

�

1 与 / 均为协变量
,

式中 Θ 表示外微分
,

方括号表示外积
ϑ

Φ。口 ≅ Φ口
,

=‘>
,

口
,

=劣> Ι一 Φ Θ Ρ 拜子Ρ ,

Ι
,

Φ夕司 一 生 ς Φ口
“

=ϑ >
,
。

,

=二> Ι一 Φ口
,

=
二>

, 。。

=ϑ > Ι一 ΩΦ沙
Ρ , 。二

·

Ι
7

�

将 = >
、

=� >代人 =Α >与 =Γ >便得到一种几何
,

当然要看 = >
、

=� > 如何选择
,

而这种选择

只能从物理上考虑
,

换句话说我们感兴趣的仅是那些可以和目前已知的物理结果相应的

那些 。=幻 与 。=幻 的具体形式
7

对规范群来说
,

象用四脚标架标。>
讨论广义相对论时那

样
,

不必要求 + =。 >与 (=
, >
同属于同一个群

,

亦即一般地说
,

当 =� >中的 (=, >
为李群. 的生

成元时
, + =。 >

可以不必属于群 ‘ ,

但以 +=
。〕
为基的代数应组成 (= , > 的例外代数叭

Φ了=, > , ( =。>Ι Ξ ≅ Η 二
。( =Π >,

Φ + =
ϑ > , + =, >Ι Ξ 一 Ψ二(=召 >,

=∀ >

Φ了=, >,

+ =
二 >Ι Ξ ≅ . 乡

。

+ 8, > 7

将 = >
,

=� >
,

=# >
,

=� >
,

=∀ >诸式代人 =Α >
,

=Γ > 中
,

且注意
ϑ

1 ≅ 1留+ =Χ >Φ Θ Ρ “口Ρ ,

Ι
,

=Ο>

/ ≅ /比,了=, > Φ Θ Ρ “占Ρ ,

Ι
7

=! >

则有
了留一 Χ

, Ρ三
·, 一 。

,

Ρ沪一 . 几
。

=;沪戏
: , 一 ;二

才 ,Ρ沪>
,

= Β >

/留一 Χ
Π

;二
∗ , 一 Χ

,

;梦, 一 Η 音
Η ;罗,;二

) , ,

=  >

式中 。
Π

为普通微商符号
7

当讨论
“无挠

”
几何时有
了卿≅ 5 ,

=� � >

遂有

。
二
Ρ二

· , 一 。
,

Ρ梦, 一 .二吞=;梦, Ρ二
: , 一 ;二

月 ,Ρ 梦, > ≅ Β
7

= Α >

上式给出了
“
联络

” ;沪与 戏Χ> 之间的关系
7

如所熟知
,

在用 礼=Χ >
表示的广义相对论中应

令
Ρ梦

, ≅ 又Π =
Χ >, ;梦

, ≅ ϑ Π =,  >
7

= Γ >

如=∀ >式所示的例外代数为 +
。

≅ 了
。

即为通常的 ΨΥ ;Χ 。
矩阵

,

规范群为 (= , 〕一 (= , , >
7

为洛

仑兹群的生成元
7

如将= Γ >代入= Α >便给出了第二类克氏符号下标对称的条件 ;豁一此
ϑ ,

并可以解得 刀=Χ<
ϑ >与 札=Χ >以及 礼=Χ >

微商的关系
7

与这些熟知的结果相应
,

我们讨论群 . 为



第 � 期 段一士
、

葛墨林 ϑ 非阿贝尔规范势分解的几何表述

某种
“
同位旋空间

”的情况
7

此时并不象广义相对论那样必须与真实时空度规发生联系
,

因此出发点应仅是 1 ≅

5 ,

并应从物理要求出发给定 = > 与 =� > 的具体含义
7

 
7

群 . 为咎Ζ ?
情况

引入基本场 币=幻
,

其单位矢为 Ε =幻 ≅ 请=幻 Τ币=幻
,

矢号表同位旋矢量
,

设 (=
Χ >
为

‘

∋2 ϑ

生成元
,

此时因结构常数为三阶全反对称张量 8Χ :Η ,

易知此时例外代数就是 (=
。>
本

身
[ 7

引人
;梦

, ≅
。留梦

,
=

Χ ≅ 6 , � , Α >
,

=6, >

Ρ梦
, 一 。

Π 。‘Χ > ,

= � >

于是 = � >变为
8 ϑ 乡‘

=。
Π , ‘吞, 留护

, 一 Χ
, 。‘云>。梦>> 一 。,

巨∴

0声 Ρ ]
,

≅ 口
,
Ε ⊥ ]

Π
7

= ∀ >

由于 ]
Π

可分解成 Ε 方向与垂直于 Ε 方向两部分
,

由 = ∀ > 分别取矢积与标积有

=]
,

·

Ε >Χ
,

Ε ≅ =]
, ·

Ε >。
Π Ε ,

= 名>

=Ε Ρ 。
Π Ε >

·

]
,

≅ =Ε ⊥ Χ
,
Ε >

·

气
7

= ! >

我们所感兴趣的是当 拼 铸 �, 时 爪Ε 与 氏Ε 在同位旋空间具有不同方向的 情况
,

此 时 有

]
Π

·

Ε ≅ Β ,

亦即无挠条件相当于
“
横规范

” 7

并且从 = ! >可以得到如下形式的解

气 =二> ≅ _ =二>=Χ
Π Ε =

男> Ρ Ε =二> > ≅ _=二>口
,

诱=
二> Ρ 功=

二>Τ币
,

=, >
,

=� Β >

‘=
ϑ > 可为

二 的任意函数
7

当取狭义球同步时 ‘一 ; , ‘一
含即

回至“通常的形式
·

�
7

群 . 为洛仑兹群情况

此时 (=, > ≅ (=, , 》
为通常洛仑兹群生成元

,

万=
Χ 〕≅ 丫

。

为 Ψ Υ;Χ 8
矩阵 =

Χ
≅ 6 , � , Α ,

Γ >
7

引入

;梦
, 一

。留梦
口, , Ρ梦, ≅ Χ

Π , ‘“, =
。 ,

夕
, 丫 ≅ 6 , � , Α , Γ >

,

=�  >

则由

Φ丫
Χ , ( , ,

Ι Ξ ≅ 占
。 , 丫,

一 占
Χ ϑ 丫, ,

=� � >

此时由 = Α > 有
。护

口,Χ
, , ‘夕, 一 。护

夕,。
Π 。‘口, ≅ 5 ,

=� Α >

由
Χ

, , Χ

⎯ =币
�占

Χ夕一 小
Χ

币口>口
,

小口Τ 小
Α ,

=� Γ >

可知有解
留沙, =‘> 一 Μ=‘>=币

Χ

仁
‘ >Χ

Π
价口=‘> 一 护=‘>Χ

Π
价

“

=‘> >
,

Μ=约 可为任意函数
7

上式当
。 一  , � , Α 时

,

令 留ϑ 一告
�Χ [ 留卿

,

则回到
‘

=� # >

∋2 ϑ

的结果
7

当

护 与四维时空坐标狭义同步时形式上回到 〔!Ι 的结果
7

还应指出
,

7

在以上讨论中哭流形

[ 反符号的矩阵不给出新结果
,

而 (=
。
> 与 (=Χ> 丫 ,

组成通常的手征代数
7
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也可以允许是欧氏空间
7

由以上讨论可以看到
,

从一个统一的几何框架出发
,

采用例外代数方法
,

将非阿贝尔

规范势分解的过程与黎曼空间中将联络用度规 =或
“
半度规 ,’> 分解的过程是很相似的

,

只

不过 = >
、

=� > 中定义的两个发甫式的物理对象不同而已
7

因此
,

一些规范势可以由更基

本的
“
场

”
来分解因之具有内部结构这点

,

同克氏符号可用度规表示这一事实非但是一种

类比
,

通过以上一个统一的几何框架的讨论看得甚至很明显
7

因此
,

在这个意义上说
,

对

于某些规范群
,

找到它的例外代数或许对规范场理论结构的探讨会有进一步的促进
7

感谢冼鼎昌和谷超豪同志的有益讨论
7
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