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Abstract: We  investigate  the  behaviors  of  the  scalar  operator  and  holographic  entanglement  entropy  in  the
metal/superconductor  phase  transition  with  Power-Maxwell  electrodynamics  in  a  higher  dimensional  background
away from the probe limit. We observe that the larger parameters b and q make the condensation of the scalar operat-
or more difficult, and the critical temperature decreases more slowly as the factors increase. In the belt geometry, the
value of the entanglement entropy in the metal and superconductor phases is not only related to the the strength of
the Power-Maxwell field but also to the width of the strip geometry. At the phase transition point, the discontinuous
slope of entanglement entropy is universal for different model factors. It turns out that holographic entanglement en-
tropy is a powerful tool to probe the properties of the phase transition in this holographic superconductor model.
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I.  INTRODUCTION

ö

U(1)

As  a  strong-weak  duality,  the  anti-de  Sitter/conform
field theory  (AdS/CFT)  correspondence  reveals  that  cer-
tain strongly coupled theories can be described by an ex-
tra-dimensional dual  theory  that  contains  weak   gravita-
tional interactions [1−4]. In recent years, this correspond-
ence has been proven to be an extremely useful approach
to holographically study the properties of the phase trans-
ition  in  high  temperature  superconductors  [5−8].  The
physical  picture  considers  an  Einstein-Maxwell-scalar
field theory with a negative cosmological constant. A Re-
issner-Norstr m-AdS  (RN-AdS)  black  hole  will  become
unstable  to  form  scalar  "hair"  as  the  temperature  of  the
black hole decreases. This condensation of the "hair" in-
duces  spontaneous    symmetry  breaking  [6],  which
leads to a finite vacuum expectation value of the dual op-
erator on the field theory side.

1+1

On the other hand, entanglement entropy is  expected
to  be  a  key  quantity  to  characterize  difficult  phases  and
the  associated  phase  transition  in  quantum  many-body
physics  [9, 10]. Nevertheless,  the  investigation of  entan-
glement entropy is extremely difficult, except for the case
in    dimensions. According  to  the  AdS/CFT   corres-

A
A

γA ∂A A

pondence,  Refs.  [11,  12]  present  a  holographic  proposal
for computing the entanglement entropy of a strongly in-
teracting  system  from  a  weekly  coupled  gravity  dual.
Specifically,  considering  a  subsystem    of  the  total
boundary system, the entanglement entropy of   with its
complement can be calculated from the minimal area sur-
face    in  the  bulk  with  the  same  boundary    of 
[13, 14]. 

SA =
Area(γA)

4Gd+1
N

, (1)

γA

AdSd +1 ∂A Gd+1
N

d+1

where   is the d–1 dimensional static minimal surface in
,  whose  boundary  is  given  by  ,  and    is

the   dimensional Newton  constant  in  Einstein  grav-
ity in the AdS space.  In this  novel  way,  holographic en-
tanglement  entropy  has  been  widely  applied  to  explore
the  properties  of  phase  transition  in  various  aspects  of
holographic superconductor  models  with  a  linear   Max-
well gauge field [15−28].

Generalized  to  nonlinear  electrodynamics,  we  first
studied holographic  entanglement  entropy in  the   insulat-
or/superconductor phase transition with Born-Infeld elec-
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(−FµνFµν)q

gµν→Ω2gµν
Aµ→ Aµ

q = d/4

trodynamics [29] and found that the the critical width of
confinement/deconfinement is dependent on the Born-In-
feld  parameter.  Interestingly,  in  the  metal/superconduct-
or  phase  transition,  holographic  entanglement  entropy
with respect to the Born-Infeld factor is not monotonic in
the superconductor phase [30]. In this paper, we focus on
holographic  entanglement  entropy  with  Power-Maxwell
electrodynamics.  The  Lagrangian  of  the  Power-Maxwell
field  is  . Interestingly,  this  Lagrangian  is   un-
der  the  conformal  transformation    and

.  Another  attractive  property  of  Power-Maxwell
electrodynamics  is  its  conformal  invariance  in d-dimen-
sional  space-time  as  the  power  of  the  Power-Maxwell
field  . In the context of the AdS/CFT correspond-
ence,  the  Power-Maxwell  field  has  been  considered  as
electrodynamics sours  in  various  holographic   supercon-
ductor models [31−36].

Motivated  by  string  theory,  which  contains  gravity
and requires more than four dimensions [37], the authors
in  Ref.  [38]  considered the  case  in  a  higher  dimensional
AdS  black  hole  background  and  found  that  the  slope  of
holographic entanglement entropy at  the phase transition
point is  discontinuous and corresponds to the second or-
der transition.  The aim of this  paper is  to extend the ex-
ploration  of  holographic  entanglement  entropy  with
Power-Maxwell electrodynamics in a higher dimensional
AdS black hole background and observe how the Power-
Maxwell field  affects  the  properties  of  the  phase   trans-
ition in this study.

This paper  is  organized  as  follows.  In  the  next   sec-
tion, we introduce the basic field equations and boundary
conditions of  the  Power-Maxwell  holographic   supercon-
ductor in n-dimension AdS black hole spacetime. In Sec.
III.  we study the condensation of the scalar operator and
the temperature of the phase transition in the full back-re-
action system. In Sec. IV, we explore the behaviors of en-
tanglement entropy via the holographic approach. The fi-
nal section is devoted to the conclusion. 

II.  EQUATIONS OF MOTION AND BOUNDARY
CONDITIONS

The  action  of  the  holographic  superconductor  model
with  Power-Maxwell  electrodynamics  in  d-dimensional
AdS spacetime reads as 

S =
∫

dd x
√−g
ï

1
16πGN

Å
R+

(d−1)(d−2)
L2

ã
− |∇µψ− iAµψ|2−m2|ψ|2+b(−FµνFµν)q

ò
, (2)

GN

−(d−1)(d−2)/2L2

where g and   are the determinant of the metric and the
gravitational  constant,  respectively, R  is  the  Ricci  scalar
curvature,   is the negative cosmologic-

Aµ

Fµν = ∂µAν−∂νAµ

b→ 1/4 q→ 1

al  constant  of  d-dimensional  AdS  spacetime,  where L  is
the AdS radius,  which will  be  scaled to  unity  in  our  ex-
ploration, ψ  represents  a  scalar  field  with  mass m,    is
the  electromagnetic  four-potential  in  general  relativity,
and  .  The  factor b  is  a  coupling  factor
and q is the power parameter of the Power-Maxwell field.
In  the  case  where    and  ,  the  Power-Max-
well Lagrangian will reduce to the Maxwell case.

Taking  the  full  backreaction  into  consideration,  the
metric ansatz for the d-dimensional planar black hole is 

ds2 = − f (r)e−χ(r)dt2+
dr2

f (r)
+ r2hi jdxidx j, (3)

f (r)
χ(r)

hi jdxidx j

where    is the metric  function and asymptotically be-
comes the metric of the AdS space,   is the backreac-
tion effect, and   is the line element of the (d-2)-
dimensional hypersurface.  Then,  the  Hawking   temperat-
ure of the black hole is 

TH =
f ′(r+)e−χ(r+)/2

4π
, (4)

r+
f (r+) = 0
where    is  the  horizon  of  the  black  hole,  satisfying

.  For  the  purpose  of  obtaining  the  equations  of
motion of the Power-Maxwell holographic superconduct-
or model in d-dimensional AdS black hole spacetime, we
consider the matter fields in the forms [5] 

Aµdxµ = ϕ(r)dt, ψ = ψ(r), (5)

gµν
Aµ

Based on the  above ansatz  of  the  gravitational  field  ,
scalar field ψ, and gauge field  , the field equations can
be written as 

ψ′′+

Å
d−2

r
− χ

′

2
+

f ′

f

ã
ψ′+

1
f

Å
eχϕ2

f
−m2
ã
ψ = 0,

(6)

 

ϕ′′+

Å
d−2

r(2q−1)
+
χ′

2

ã
ϕ′− (−2)−qeχ(1−q)

bq(1−2q)
ψ2ϕ′(2−2q)

f
ϕ = 0,

(7)

 

χ′+
2r

d−2

Å
ψ′2+

eχϕ2ψ2

f 2

ã
= 0, (8)

 

f ′−
Å

(d−1)r− (d−3) f
r

ã
+

r
d−2

ï
m2ψ2

+ f
Å
ψ′2+

eχϕ2ψ2

f 2

ã
+b(−2)q(1−2q)eqχϕ′2q

ò
= 0, (9)

where  a  prime  denotes  the  derivative  with  respect  to  r,
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16πG = 1
r+

and    is  used,  imposing the boundary conditions
below [39]. At the horizon  , one must have 

ϕ(r) = ϕ1(r− r+)+ϕ2(r− r+)2+ ..., (10)

 

ψ(r) = ψ0+ψ1(r− r+)+ψ2(r− r+)2+ ..., (11)

 

χ(r) = χ0+χ1(r− r+)+χ2(r− r+)2+ ..., (12)

 

f (r) = f1(r− r+)+ f2(r− r+)2+ .... (13)

r→∞At the asymptotic AdS boundary ( ), the asymptot-
ic behaviors of the solutions are 

χ→ 0 , f ∼ r2 ϕ ∼ µ− ρ1/2q−1

rd−2q−1/2q−1 ψ ∼ ψ−
r∆−
+
ψ+
r∆+
(14)

with 

∆± =
1
2
[
(d−1)±

√
(d−1)2+4m2

]
, (15)

ψ− =< O− > ψ+ =< O+ >
O

m2 > −(d−1)2/4

1/2 < q < (d−1)/2

where  μ  and  ρ  are  interpreted  as  the  chemical  potential
and charge density in the dual field theory. According to
AdS/CFT duality,  ,   correspond to
the  vacuum  expectation  values  of  the  dual  operator  .
Taking the Breitenlohner-Freedman bound [40] into con-
sideration, the mass of the scalar field must be restricted
as  .  On the other hand, requiring a finite
value for the gauge field at the asymptotic boundary, the
range for the factor should be   . 

III.  CONDENSATION OF THE SCALAR
OPERATOR

< O+ >

d = 5
m2 = −15/4 < O− >= 0

< O+ >

ψ(z) ϕ(z)
f (z)

In this section, our aim is to study the condensation of
the scalar operator   with the Power-Maxwell field
in  higher  dimensional  spacetime.  Substituting  the  above
boundary conditions (Eqs. (10)−(15)) into the field equa-
tions  (Eqs.  (6)−(9)),  we  can  obtain  the  solution  of  the
holographic  superconductor  using  the  shooting  method.
For  concreteness,  we  focus  on  the  case  of  ,

.  To obtain a stable theory,  we set 
and use the scalar operator   to describe the proper-
ties of phase transitions in the dual CFT. A typical solu-
tion with nonvanishing scalar hair for different values of
the parameters b and q is presented in Fig. 1. As shown in
the  figure,  both b  and q  have  an  influence  on  the  scalar
field  ,  static  electric  potential  , and  metric   func-
tion  .  The  parameter  b  has  a  stronger  effect  on  the

ψ(z) ϕ(z)
f (z)

functions    and    than  parameter b.  However,  the
effect of factor b on the function   is weaker than that
of factor q.  Therefore, it  is of interest to study the effect
of the factors b and q on the phase transition in this sys-
tem.

< O+ >2/5 /ρ1/3 T/ρ1/3

Tc

T > Tc

< O+ >
Tc < O+ >∝ (1−T/Tc)1/2

T → 0

Tc

In Fig. 2, we plot the property of phase transition for
this  physical  system with different  factor b values in the
dimensionless  quantities    and  .
From the left  panel,  we observe that  when the  temperat-
ure is below a critical value   for a given factor b, con-
densation of  the  operator  emerges,  which  can  be   identi-
fied  as  a  superconductor  phase.  However,  when  ,
the  scalar  field  is  vanishing,  which  indicates  the  metal
phase.  The behavior  of  the scalar  operator   at  the
phase  transition point    is  ,  which
shows that the phase transition is second order. It is worth
noting  that  the  condensate  tends  to  a  constant  as  ,
which is similar to BCS theory, and this behavior is also
present for different parameter b values. Furthermore, the
effect of the factor b on the critical temperature   of the
phase transition is shown in the right panel. With the in-
crease  in  the  factor b,  the  critical  temperature  decreases,
which indicates that a larger parameter b makes condens-
ation more  difficult.  Interestingly,  the  critical   temperat-
ure decreases more slowly as the factor b increases.

< O+ >

Tc

The  behavior  of  the  condensation  for  this  physical
system with different factor q values is depicted in Fig. 3.
We find that the behavior of the operator   with re-
spect to the temperature T for each q is similar to that of
the  parameter b,  and the  phase  transition is  a  second-or-
der  phase  transition,  which  is  shown  on  the  left  side  of
Fig.  3. In  the  right  plot,  it  is  interesting  to  note  that   in-
creasing q decreases  the  critical  temperature  ,  and  the
critical temperature decreases more slowly. More import-
antly, compared with the influence of parameter b on the
critical temperature, we find that parameter q has less in-
fluence on the critical temperature of the phase transition. 

IV.  HOLOGRAPHIC ENTANGLEMENT
ENTROPY

A ℓ

γA

In this section, we further investigate the properties of
the phase  transition  via  holographic  entanglement   en-
tropy  in  the  physical  holographic  model.  We  consider  a
straight geometry   with a finite width   along the x dir-
ection  and  infinitely  extending  in  the y  and  τ  directions.
The holographic dual surface   is defined as a three-di-
mensional surface, 

t= 0, x= x(r), −R
2
< y<

R
2

(R→∞), −W
2
< τ<

W
2

(W→∞),

(16)
γA

x =
ℓ

2
r =

1
ϵ

and  the  holographic  surface    in  this  direction  starts
from   at  , extends into the bulk until it reaches
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ψ(z) ϕ(z) f (z)
ψ0 = 3/5 z = 1/r

Fig. 1.    (color online) Effects of the factors b and q on the functions  , , and  . Here, the value of the scalar at the horizon is
 and  .

 

⟨O+⟩
Tc b = 0.25 b = 0.30

b = 0.35

Fig. 2.    (color online) Operator   as a function of the temperature T for different b (left plot). The right plot presents the behavior
of the critical temperature   as a function of the factor b. The lines from top to bottom correspond to   (black),   (red),
and   (green).
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r = r∗ r =
1
ϵ

x = − ℓ
2

γA

,  then  returns  back  to  the  AdS  boundary    at

. The induced metric on the hypersurface   is
 

ds2 = hi jdxidx j =

Ç
1

f (r)
+ r2
Å

dx
dr

ã2
å

dr2+ r2dy2+ r2dτ2.

(17)

According  to  the  RT formula,  Eq.  (1),  the  entanglement
entropy in the strip geometry can be obtained as
 

SA[x] =
RW
2G5

∫ 1
ϵ

r∗
r2

 
1

f (r)
+ r2(dx/dr)2dr, (18)

r =
1
ϵ

where    is the UV cutoff.  Noting that  the above ex-
pression can be treated as a Lagrangian with the x direc-
tion  thought  of  as  time,  the  equation  of  motion  for  the
minimal surface from Eq. (18) is given by
 

r4(dx/dr)
√

f (r)√
1+ r2 f (r)(dx/dr)2

= r3
∗ . (19)

r = r∗
dx/dr|r=r∗ = 0 z = 1/r

ℓ

Considering  that  the  surface  is  smooth  at  ,
. Using the variable  , the width of the

belt geometry   in terms of z is
 

ℓ

2
=

∫ z∗

ϵ

dz
z3√

(z6
∗ − z6)z2 f (z)

, (20)

and  the  holographic  entanglement  entropy  in  the  z-co-
ordinate can be rewritten as
 

SA =
RW
2G5

∫ z∗

ϵ

dz
z3
∗

z2
1√

(z6
∗ − z6)z2 f (z)

=
RW
4G5

Å
1
ϵ2 + s

ã
.

(21)
SA

ℓ

Note  that  the  divergent  part  of  ,  known  as  the  area
law, will not change because this part is only sensitive to
UV quantities [11, 12]. The second term s is independent
of the cutoff and is finite; hence, it is a physical quantity.
Notice that the result in Eq. (21) does not include a sub-
leading divergent term. This is  because the subsystem A
has straight belt geometry [12]. In this study, we focus on
the holographic entanglement entropy s in the holograph-
ic  superconductor  model  and  explore  its  dependence  on
the temperature T, coupling parameter b, Power-Maxwell
factor b, and belt width  .

s/ρ
1
3 , ℓρ

1
3 , T/ρ

1
3

Tc

Tc

The behaviors of s with respect to the temperature for
various factors b and q with the dimensionless quantities

  are  presented  in  Fig.  4.  From  the  left-
hand plot, we observe that the values of the critical point
  at  the  phase  transition  for  different b,  represented  by

vertical dashed lines, are the same as the values obtained
by  the  scalar  operator.  The  entanglement  entropy  at  the
phase  transition  point  is  continuous,  but  its  slope  has  a
jump, which means that the phase transition here is of the
second  order.  With  the  increase  in  the  parameter  b,  the
entanglement entropy at   increases. Note that the entan-
glement entropy  in  the  superconductor  phase,   represen-
ted by solid lines in the figure, is smaller than that in the
metal  phase,  which  is  represented  by  dotted  solid  lines.
This implies some type of new degree of freedom similar
to that  a  Cooper  pair  would  form  after  the  phase   trans-
ition. As shown on the right of Fig. 4, the influence of the
factor  q  on  the  holographic  entanglement  entropy  s  is
similar to the case of the factor b. Interestingly, the effect
of the factor q on the holographic entanglement entropy is
weaker than that of the parameter b.

By  comparing  the  critical  temperature  of  the  scalar
operator with that of holographic entanglement entropy in

 

⟨O+⟩
Tc q = 1.0 q = 1.1

q = 1.2

Fig. 3.    (color online) Operator   as a function of the temperature T for different q (left plot). The right plot presents the behavior
of the critical temperature   as a function of the factor q. The lines from top to bottom correspond to   (black),   (red), and

 (green).
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Tc

Table  1, we find that  the  values  of  the  critical   temperat-
ure   calculated from the condensation of the scalar op-
erators are equal to the results obtained from the behavi-
ors of holographic entanglement entropy. In other words,
entanglement  entropy  is  a  good  probe  for  studying  the
phase transition point.

ℓ

ℓ

Furthermore, the  effect  of  the  belt  on  the   entangle-
ment  entropy  is  shown  in  Fig.  5. The  entanglement   en-
tropy in the superconductor and metal phases increases as
the width of the geometry   increases. Clearly, the value
of the  temperature  at  the  phase  transition  point  is   inde-
pendent of the width   of the geometric model. 

V.  CONCLUSION

Tc

In this study, we investigate a holographic supercon-
ductor  with  Power-Maxwell  electrodynamics  in  higher
dimensional  AdS  black  hole  spacetime  using  the  scalar
operator and entanglement entropy. According to the be-
havior  of  the  scalar  operator  in  this  physical  model,  the
scalar  operator  condensates  at  the  critical  temperature
point , which indicates that phase transition occurs. Fur-
thermore, the phase transition is of a second order.  With
the increase  in  the  factors b and q, the  critical   temperat-
ure decreases.  In  other  words,  larger  values  of  the  para-
meters b and q make the  phase  transition more difficult.
We also find that the critical temperature decreases more
slowly as  the parameters  increase.  From the holographic
study of  entanglement  entropy,  we  note  that   entangle-
ment  entropy  at  the  critical  point  is  continuous,  but  its
slope  is  discontinuous  for  various  factors,  and  the  value
of the critical point is consistent with the phase transition

 

Tc < O+ >Table 1.    Critical temperature   obtained via the condensation of the scalar operator ( ) and from the behaviors of holographic
entanglement entropy (HEE) for different parameters b and q.

b
\

Tc
q = 1.0 b = 0.3

q
\

Tc
< O+ > HEE < O+ > HEE

0.25 ρ
1
30.04510 ρ

1
30.04510 ρ

1
30.03332 ρ

1
30.03332 1.0

0.3 ρ
1
30.03332 ρ

1
30.03332 ρ

1
30.020464 ρ

1
30.02464 1.1

0.4 ρ
1
30.01935 ρ

1
30.01935 ρ

1
30.02066 ρ

1
30.02066 1.2

0.5 ρ
1
30.012298 ρ

1
30.012298 ρ

1
30.01898 ρ

1
30.01898 1.3

0.6 ρ
1
30.008449 ρ

1
30.008449 ρ

1
30.01838 ρ

1
30.01838 1.4

 

Fig. 4.    (color online) Holographic entanglement entropy s as a function of the temperature T for different factors.

 

ℓ

ℓ = 1.1 ℓ = 1.0
ℓ = 0.9

Fig. 5.    (color online) Holographic entanglement entropy s as
a  function  of  the  temperature  T  for  different  factors  .  The
lines from top to bottom correspond to   (green), 
(red), and   (black).
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temperature  obtained  by  the  scalar  operator.  In  other
words, entanglement entropy is a powerful tool to search
for the phase transition point and the order of phase trans-
ition. Considering the effect of the coupling parameter b,

ℓPower-Maxwell  factor  q,  and  belt  width    on  entangle-
ment  entropy,  both  in  the  superconductor  and  metal
phases, the  entanglement  entropy  increases  as  the   para-
meters increase.
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