
 

Effective field theory approach to lepton number violating τ decays*

Yi Liao(廖益)1,3†     Xiao-Dong Ma(马小东)2‡     Hao-Lin Wang(王昊琳)1§

1School of Physics, Nankai University, Tianjin 300071
2Department of Physics, National Taiwan University, Taipei 10617
3Center for High Energy Physics, Peking University, Beijing 100871

τ+→ ℓ−P+i P+j ℓ = e, µ

P+i, j π+, K+

χPT

χPT τ

Abstract: We continue our endeavor to investigate lepton number violating (LNV) processes at low energies in the
framework of effective field theory (EFT). In this work we study the LNV tau decays  , where 
and   denote the lowest-lying charged pseudoscalars  . We analyze the dominant contributions in a series of
EFTs from high to low energy scales, namely the standard model EFT (SMEFT), the low-energy EFT (LEFT), and
the chiral perturbation theory ( ). The decay branching ratios are expressed in terms of the Wilson coefficients of
dimension-five and -seven operators  in SMEFT and the hadronic low-energy constants.  These Wilson coefficients
involve the first  and second generations of  quarks and all  generations of  leptons;  thus,  they cannot  be explored in
low-energy processes such as nuclear neutrinoless double beta decay or LNV kaon decays. Unfortunately, the cur-
rent experimental upper bounds on the branching ratios are too weak to set useful constraints on these coefficients.
Alternatively, if we assume the new physics scale is larger than 1 TeV, the branching ratios are well below the cur-
rent experimental bounds. We also estimate the hadronic uncertainties incurred in applying   to   decays by com-
puting one-loop chiral logarithms and attempt to improve the convergence of chiral perturbation by employing dis-
persion relations in the short-distance part of the decay amplitudes.
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I.  INTRODUCTION

0νββ

Whilst neutrino oscillation experiments provide defin-
ite evidence for the existence of neutrino mass, its origin
and the  nature  of  neutrinos  remain  mysterious.  As  neut-
ral  fermions,  neutrinos  might  well  be  Majorana particles
as it  naturally  happens  in  conventional  seesaw  mechan-
isms of neutrino mass generation thus resulting in lepton
number violation. In the meantime, one searches for new
heavy  particles  presumably  involved  in  Majorana  mass
generation  at  high  energy  colliders  through  like-sign
dilepton  production;  hence,  it  is  important  to  explore
lepton  number  violating  (LNV)  signals  in  precision  low
energy  processes.  The  nuclear  neutrinoless  double  beta
decay ( ) has so far provided the largest data sample
and set  the  strongest  constraint  on  lepton  number   viola-

K±, D±, D±s , B± τ

tion  in  the  first  generation  of  leptons  and  quarks  [1−3].
Under  these  circumstances,  we  should  keep  conscious
that new physics might first reveal itself in processes in-
volving  heavier  leptons  and  quarks  as  the  usual  wisdom
indicates.  Indeed,  in  recent  years,  the  LNV  decays  of
mesons  such  as    and  the    lepton  have
been continuously searched for in many experiments, in-
cluding LHCb [4−7], BaBar [8−10], Belle [11,12], CLEO
[13] and others [14−17], and significantly improved con-
straints  on  some of  the  decays  are  expected  in  upgraded
or  proposed  experiments  [18,19].  From  the  theoretical
point of view, it  is  advantageous that  we avoid complic-
ated nuclear physics in these decays, although we have to
cope with hadronic uncertainties in most cases.

K±→ π∓ℓ±αℓ
±
β ℓ±α,β = e±, µ±

In  previous  publications  [20,21],  we  investigated  the
LNV  decays    (with  )  com-
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K±

τ τ±→ ℓ∓αP±i P±j
P±i, j = π

±, K±

pletely in the framework of effective field theory (EFT),
including  both  short-distance  (SD)  and  long-distance
(LD) contributions. Note that   are the lightest hadrons
whose  decays  could  violate  lepton  number  conservation
in the charged lepton sector. In this work, we expand our
study to the single charged lepton which can decay had-
ronically while violating lepton number conservation, i.e.,
the  three-body    lepton  decays,  ,  with

. The best  upper  limits  on the branching ra-
tios of these decays were obtained from the Belle experi-
ment [12] as 

B(τ−→ e+π−π−) < 2.0×10−8,

B(τ−→ µ+π−π−) < 3.9×10−8, (1)
 

B(τ−→ e+K−K−) < 3.3×10−8,

B(τ−→ µ+K−K−) < 4.7×10−8, (2)
 

B(τ−→ e+K−π−) < 3.2×10−8,

B(τ−→ µ+K−π−) < 4.8×10−8. (3)

K±

τ

These are expected to be improved in the Belle II experi-
ment [19]. Though the bounds are approximately two or-
ders of magnitude weaker than those on the LNV   de-
cays,  they  still  provide  unique  information  on  lepton
number violation involving the   lepton and are therefore
worth  further  exploration.  We  continue  to  work  in  the
EFT framework. The most salient feature of the EFT ap-
proach  is  its  universality.  To  study  physics  below  the
electroweak scale, we only have to assume whether there
are any new and relatively light particles; meanwhile, dif-
ferent  high-energy-scale  physics  is  reflected  in  the
Wilson coefficients in EFT at low energy.

ΛEW

ΛEW

Λχ

τ

This  paper  is  organized  as  follows.  By  assuming  no
new  particles  to  be  lighter  than  the  electroweak  scale

, we start in Section 2 with the standard model EFT
(SMEFT)  whose  dimension-5  (dim-5)  and  -7  operators
provide  the  dominant  effective  LNV interactions.  At  the
scale   we perform matching calculations between the
SMEFT and low energy EFT (LEFT) up to dim-9 operat-
ors  in  the  latter;  these  are  relevant  to  the  decays  under
consideration.  Then,  in  Section  3,  we  study  the  chiral
realization below the chiral  symmetry breaking scale 
of the  effective  interactions  in  the  LEFT,  and  we  calcu-
late the  decay  amplitudes.  Next,  in  Section  4,  we  estim-
ate  the  hadronic  uncertainties  produced  by  the  relatively
large mass of the    lepton by computing one-loop chiral
logarithms,  and  we  attempt  to  improve  the  convergence
of  the  chiral  perturbation  using  dispersion  relations.  Our
master  formulas  for  the  decay  branching  ratios  are
presented in Section 5, together with the numerical estim-
ates. We summarize our main results in Section 6. 

II.  SMEFT, LEFT, AND THEIR MATCHING

ΛNP
ΛEW

ΛEW

S U(3)C×
S U(2)L ×U(1)Y
LSM

ΛNP

In  light  of  the  null  result  in  searching  for  new
particles of masses up to the TeV scale, it is plausible to
assume  that  new  physics  appears  at  a  scale    well
above  the  electroweak  scale    and  that  there  are  no
new particles with a mass of order   or below. Thus,
we  can  establish  an  EFT,  the  SMEFT,  between  the  two
scales that is composed of the standard model (SM) fields
and  respects  the  SM  gauge  symmetries: 

.  Its  Lagrangian  is  the  SM  Lagrangian
  augmented by  an  infinite  sum  of  effective   interac-

tions involving higher and higher dimensional  operators,
which  are  suppressed  by  increasingly  large  powers  of

: 

LSMEFT =LSM+L5+L6+L7+ · · · . (4)

L5 =Cαβ
LH5O

αβ
5Here,   contains the unique dim-5 Weinberg

operator [22], 

Oαβ5 = εi jεmn(LC,i
α Lm

β )H jHn, (5)

Lβ
β i jmn S U(2)L

L6
L7

L5 L7

which  induces  Majorana  neutrino  mass  when  the  Higgs
doublet  field  H  develops  a  vacuum  expectation  value.
Here,   refers to the left-handed doublet lepton field of
flavor  ,  and    are  the    indices in  the   funda-
mental  representation.    collects the  effective   interac-
tions of dim-6 operators [23,24], and   is a sum of dim-
7  operators  [25,26].  For  the  decays  under  consideration
here, LNV   and   have a dominant contribution. The
dim-7 operators were first systematically studied in [25];
their basis was established in [26] by removing redundan-
cies and further refined in [21] by making the flavor sym-
metries manifest. For an earlier survey on LNV effective
operators,  see  [27].  The  dim-7  operators  that  violate
lepton number conservation by two units but conserve ba-
ryon number [21] are listed in Table 1.

U(1)EM
⟨H⟩ = (0,1)T v/

√
2

ΛEW
W±

ΛEW

τ

The  SM  electroweak  symmetries  are  spontaneously
broken  into   by  the  vacuum expectation  value  of
the Higgs field  , which defines the elec-
troweak  scale  .  Upon  integrating  out  the  heavy
particles  in  SMEFT  (i.e.,  the  Higgs,  ,  and Z  bosons
and the top quark), we arrive at the LEFT for the remain-
ing SM particles; this is another infinite sum of effective
interactions involving higher and higher dimensional op-
erators suppressed by increasingly large powers of  .
For dim-6 and dim-7 operators in the LEFT, we adopt the
basis  given in [28] and [29],  respectively.  The short-dis-
tance  contribution  to  the    decays  under  consideration
arises  from  dim-9  LNV  operators  involving  four  quark
and  two  lepton  fields,  whose  basis  was  determined  in
[20]. All the operators relevant to our discussion here are
collected in Table 2. They are classified according to the
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τtypes of contributions finally entering the   decays: Ma-
jorana neutrino mass insertion (MM), long-distance (LD),
and  short-distance  (SD),  see  Fig.  1.  Here  long  distance
refers to  the  exchange  of  a  light  neutrino  and  short   dis-

τ

tance  indicates  contact  interactions  between  the  initial
and final particles in the   decays.

ΛEWThe two EFTs, the SMEFT at scales above   and
the  LEFT  below,  are  related  by  matching  conditions  at

L, Q

u, d, e

Dµ S U(3)C ×S U(2)L ×U(1)Y DµHn (DµH)n

Table 1.    Basis of dim-7 LNV but baryon number conserving operators in SMEFT.   are the left-handed lepton and quark doublet
fields, respectively;   are the right-handed up-type quark, down-type quark and charged lepton singlet fields, respectively; and H
denotes the Higgs doublet.   is defined for the gauge symmetries  , and   is understood as 

ψ2H4 OLH = εi jεmn(LC,iLm)H jHn(H†H)

ψ4H

OeLLLH = εi jεmn(eLi)(LC, jLm)Hn

ψ2H3D OLeHD = εi jεmn(LC,iγµe)H j(HmiDµHn) OdQLLH1 = εi jεmn(dQi)(LC, jLm)Hn

ψ2H2X
OLHB = g1εi jεmn(LC,iσµνLm)H jHnBµν OdQLLH2 = εi jεmn(dσµνQi)(LC, jσµνLm)Hn

OLHW = g2εi j(ετI )mn(LC,iσµνLm)H jHnW Iµν OduLeH = εi j(dγµu)(LC,iγµe)H j

ψ2H2D2
OLDH1 = εi jεmn(LC,i←→D µL j)(HmDµHn) OQuLLH = εi j(Qu)(LC Li)H j

OLDH2 = εimε jn(LC,iL j)(DµHmDµHn) ψ4D OduLDL = εi j(dγµu)(LC,ii
←→
D µL j)

ΛEW

jαβ = (ℓαℓC
β ) jαβ5 = (ℓαγ5ℓ

C
β ) Dµ S U(3)C ×U(1)EM (· · · ) [· · · ]

Table 2.    Relevant LEFT operators (middle column) and their Wilson coefficients (right column) obtained from matching at the scale
 to those of SMEFT dim-5 and dim-7 effective interactions. The Wilson coefficients carry identical indices as corresponding oper-

ators in both SMEFT and LEFT. Here,  ,  ,   refers to gauge symmetries  , and   and 
denote two color contractions

Types and dim. Operators in LEFT ΛEWMatching LEFT (left) with SMEFT (right) at 

MM: dim-3 LM = −
1
2

mαβν
C
ανβ mαβ = −v2Cαβ∗

LH5 −
1
2

v4Cαβ∗
LH

LD: dim-6

ORL,S
prαβ = (up

Rdr
L)(ℓLαν

C
β ) CRL,S

prαβ =
v
√

2
VwrC

wpαβ∗
Q̄uLLH

OLR,S
prαβ = (up

Ldr
R)(ℓLαν

C
β ) CLR,S

prαβ =
v
√

2
Crpαβ∗

d̄QLLH1

OLL,V
prαβ = (up

Lγµdr
L)(ℓRαγ

µνC
β ) CLL,V

prαβ =
v
√

2
VprC

βα∗
LeHD

ORR,V
prαβ = (up

Rγµdr
R)(ℓRαγ

µνC
β ) CRR,V

prαβ =
v
√

2
Crpβα∗

d̄uLeH

OLR,T
prαβ = (up

Lσµνd
r
R)(ℓLασ

µννC
β ) CLR,T

prαβ =
v
√

2
Crpαβ∗

d̄QLLH2

LD: dim-7
OLL,VD

prαβ = (up
Lγµdr

L)(ℓLαi
←→
D µνC

β ) CLL,VD
prαβ = −Vpr

(
4Cβα∗

LHW +2Cαβ∗
LDH1

)
ORR,VD

prαβ = (up
Rγµdr

R)(ℓLαi
←→
D µνC

β ) CRR,VD
prαβ = 2Crpαβ∗

d̄uLDL

SD: dim-9

OLLLL,S/P
prst,αβ = (up

Lγ
µdr

L)[us
Lγµdt

L] jαβ(5)

CLLLL,S/P
prst,αβ = −2

√
2GFVprVst

×
(
Cαβ∗

LHW +Cβα∗
LHW +Cαβ∗

LDH1 +
1
2 Cαβ∗

LDH2

)
OLRRL,S/P

prst,αβ = (up
Ldr

R)[us
Rdt

L] jαβ(5) CLRRL,S/P
prst,αβ = 0

ÕLRRL,S/P
prst,αβ = (up

Ldr
R][us

Rdt
L) jαβ(5) C̃LRRL S/P

prst,αβ = −4
√

2GFVptC
rsαβ∗
d̄uLDL

τ+→ ℓ−P+i P+j χPTFig. 1.    (color online) Feynman diagrams for decay   in  . The heavy blob denotes effective LNV interactions, and the
arrow on the lepton (meson) line indicates lepton number (positive charge) flow. Crossing diagrams in (a, b) are not shown
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ΛEW

ΛEW

OLRRL,S/P
prst

OQ̄uLLH Od̄QLLH1 Od̄QLLH2 OLeHD Od̄uLeH

OLDH1 OLHW
OduLDL

Dµ

OLHW
OduLDL OLDH1 OLDH2

scale  . Here, we perform tree-level matching; the res-
ults are shown in Table 2. Our convention in the LEFT is
that  we  work  with  mass  eigenstate  fields  of  quarks  and
charged leptons but with flavor eigenstate fields of neutri-
nos because the neutrino mass appears only in the form of
a  matrix  in  flavor  space.  Some  operators  (e.g.,  dim-7
tensor  operators)  that  generically  exist  in  the  LEFT  are
not  induced  at  this  level  from  the  SMEFT.  Some  other
operators that are not induced at the matching scale 
are however generated at lower scales from other operat-
ors  by  renormalization-group  running  effects  (e.g.,  the
dim-9 operator  ). Some of dim-7 SMEFT oper-
ators ( ,  ,  ,  , and  ) in-
duce LNV dim-6 LEFT operators that involve a charged
lepton,  a  neutrino,  and  a  quark  bilinear.  These  operators
supposedly generate the leading contributions in Fig. 1(b).
The other set of operators in SMEFT ( ,  , and

) generates dim-7 LEFT operators that carry an ad-
ditional covariant derivative  ,  which would contribute
at  the  next-to-leading  order  in Fig.  1(b).  Finally,  among
many  possible  LNV  dim-9  LEFT  operators  involving
four quarks and two charged leptons [20], only a few can
be induced from dim-7 operators in SMEFT (i.e.,  ,

,  ,  and  ). This significantly simplifies
calculations.

τ

χPT Λχ = 4πFπ ≈ 1.2 GeV

We aim to calculate the   decays at even lower ener-
gies; hence, we match the effective operators in LEFT to
those  in    at  the  scale  .  For  this,
we  first  must  perform  the  renormalization-group  (RG)
running  of  the  Wilson  coefficients  in  LEFT,  using  the
matching  results  in  Table  2  as  the  initial  conditions.  At
this  stage  of  study,  it  suffices  to  include  the  one-loop
QCD effects  previously  computed  in  [20,21].  For  dim-6
scalar and tensor operators, the RG results are 

CS (Λχ) = 1.656CS (ΛEW), CS ∈ {CRL,S
prαβ ,C

LR,S
prαβ},

CLR,T
prαβ(Λχ) = 0.845CLR,T

prαβ(ΛEW). (6)

The other dim-6 and -7 operators involve a quark vector
current and therefore do not run owing to the QCD Ward
identity.  As  mentioned  above,  the  renormalization  of
dim-9 operators  induces  operator  mixing  as  well  as   run-
ning: 

CLLLL,S/P
uiu j (Λχ) = 0.78CLLLL,S/P

uiu j (ΛEW), (7)

 

C̃LRRL,S/P
uiu j (Λχ) = 0.88C̃LRRL,S/P

uiu j (ΛEW), (8)

 

CLRRL,S/P
uiu j (Λχ) = 0.62C̃LRRL,S/P

uiu j (ΛEW). (9)

Here, the RG running from higher to lower scales repres-
ents a mild suppression, with the exception of the dim-6

scalar operators which are enhanced. 

χPTIII.  DECAY AMPLITUDES IN 

Λχ
G = S U(3)L ×S U(3)R

q = u, d, s
H = S U(3)V

⟨0|q̄q|0⟩ = −3BF2
0

G/H

π±, π0, K±, K0, K0, η

χPT χPT

Λχ

At  the  chiral  symmetry  breaking  scale  , the   ap-
proximate  chiral  symmetry    for  the

  quarks in  the  QCD  Lagrangian  is   spontan-
eously  broken  to    by  the  quark  condensate

.  This  generates  an  octet  of  Nambu-
Goldstone  (NG)  bosons  living  in  the  coset  space  .
When the small quark masses are taken into account, they
become the so-called pseudo-NG bosons and can be iden-
tified with the lowest-lying octet of pseudoscalar mesons

. Their strong interactions at low en-
ergies  are  best  described  by  chiral  perturbation  theory
( ) [30,31]. The framework of   is flexible enough
to describe  additional  interactions  of  the  mesons   inher-
ited  from  effective  interactions  of  light  quarks  in  the
LEFT.  This  is  exactly  what  we  want  to  do  next  for  the
nonperturbative matching at the scale  , where the light
quark degrees of freedom give way to the mesons. This is
based upon the analysis of linear versus nonlinear realiza-
tions of the chiral symmetry. For effective interactions in-
volving a single quark bilinear (i.e., the dim-6 and -7 op-
erators in Table 2), the products of other fields multiply-
ing the bilinear are treated as external sources coupled to
light quarks in  the QCD Lagrangian.  For  effective  inter-
actions with more quark bilinears, we can apply the tech-
nique  of  spurion  analysis,  which  has  been  elaborated
upon  in  [20,32]  in  the  context  of  the  dim-9  operators  in
Table 2.

χPTIn  , the meson fields are parameterized by [33,34] 

Σ(x) = exp
 i
√

2Π(x)
F0

 ,

Π =



π0

√
2
+

η
√

6
π+ K+

π− − π
0

√
2
+

η
√

6
K0

K− K̄0 −
√

2
3
η


, (10)

F0

O(p2)
χ lµ, rµ

where    is  the  decay  constant  in  the  chiral  limit.  The
leading-order    Lagrangian  incorporating  the  scalar
and pseudoscalar  ( )  and vector  ( )  external  sources
is given by 

L(2)
χPT =

F2
0

4
Tr

(
DµΣ(DµΣ)†

)
+

F2
0

4
Tr

(
χΣ†+Σχ†

)
, (11)

DµΣ = ∂µΣ− ilµΣ+ iΣrµ
tµνl , tµνr O(p4)
where  . The external tensor sources
( ) first appear at   [35]:
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L(4)
χPT ⊃ iΛ2Tr

(
tµνl (DµΣ)†U(DνU)†+ tµνr DµUU†DνU

)
. (12)

By inspecting  the  dim-6  and  dim-7  operators  in Table  2
(which appear as additional terms in the QCD Lagrangi-
an when multiplied by their Wilson coefficients), we can
read off the external sources relevant to the decays under
consideration, as 

(lµ)ui =−2
√

2GFVui(ℓLαγ
µνα)+CLL,V

uiαβ (ℓRαγ
µνC

β )

+CLL,VD
uiαβ (ℓLαi

←→
D µνC

β )+ · · · , (13)

 

(rµ)ui=CRR,V
uiαβ (ℓRαγ

µνC
β )+CRR,VD

uiαβ (ℓLαi
←→
D µνC

β )+· · · , (14)

 

(χ†)ui = 2BCRL,S
uiαβ (ℓLαν

C
β )+ · · · , (15)

 

(χ)ui = 2BCLR,S
uiαβ (ℓLαν

C
β )+ · · · , (16)

 

(tµνl )ui =CLR,T
uiαβ (ℓLασ

µννC
β )+ · · · , (17)

 

(tµνr )ui = 0, (18)

i = d, s i = 2, 3 Σ

τ

LM

where   (or   when labeling the   matrix in-
dices),  V  is  the  Cabibbo-Kobayashi-Maskawa  (CKM)
matrix,  and  the  ellipses  denote  irrelevant  terms.  These
source terms are the LNV interactions of the mesons with
a charged lepton–neutrino pair, and they produce the dia-
grams  in Fig.  1(b) when  the  neutrino  field  is  contracted
by a usual interaction vertex which defines the meson de-
cay constant [see the first term in Eq. (19)]. Because each
tensor term includes at least two mesons, it only contrib-
utes to the four-body decays of the   lepton. We reserve
this  more complicated case for  the future study,  because
the resonances must be explicitly included. Finally, when
both neutrinos in the mass term   are contracted to two
usual vertices mentioned above, we obtain the diagram in
Fig. 1(a).

τ

Using all of the above details, we can now write down
the interactions entering the LD contribution to the   de-
cays, 

L(2)
χPT ⊃F0GF

(
Vud∂µπ

−+Vus∂µK−
) (
ℓLαγ

µνα
)

+F0

[
iB

(
cαβ
π1π
−+ cαβK1K−

) (
ℓLαν

C
β

)
−

(
cαβ
π2∂µπ

−+ cαβK2∂µK−
) (
ℓRαγ

µνC
β

)
−

(
cαβ
π3∂µπ

−+ cαβK3∂µK−
) (
ℓLαi
←→
D µνC

β

)]
, (19)

where the first term is the usual one and the others repres-
ent new LNV interactions. We have introduced the para-
meters 

cαβPi1
=

√
2

2

(
CRL,S

uiαβ −CLR,S
uiαβ

)
,

cαβPi2
=

√
2

4

(
CLL,V

uiαβ −CRR,V
uiαβ

)
,

cαβPi3
=

√
2

4

(
CLL,VD

uiαβ −CRR,VD
uiαβ

)
, (20)

Λχ
Pi = π, K i = d, s

ΛEW
ΛEW Λχ

Λχ
ΛEW

which  are  implicitly  defined  at  the  scale  ,  with
  for  . Employing  the  matching   condi-

tions  in Table  2  at    and  the  one-loop  QCD running
effects in Eq. (6) from   to  , we connect the above
parameters  at    with  the  SMEFT  Wilson  coefficients
defined at  : 

cαβPi1
=

v
2

(1.656)Yαβ
Pi1
, cαβPi2

=
v
4
Yαβ

Pi2
, cαβPi3

=

√
2

4
Yαβ

Pi3
,

(21)

where 

Yαβ
Pi1
=VwiC

w1αβ∗
Q̄uLLH

(ΛEW)−Ci1αβ∗
d̄QLLH1

(ΛEW),

Yαβ
Pi2
=VuiC

βα∗
LeHD(ΛEW)−Ci1βα∗

d̄uLeH
(ΛEW),

Yαβ
Pi3
=Vui

[
4Cαβ∗

LHW (ΛEW)+Cαβ∗
LDH1(ΛEW)

]
−2Ci1αβ∗

d̄uLDL
(ΛEW). (22)

OLLLL,S/P
udud OLLLL,S/P

usus OLLLL,S/P
udus

g27×1

ga
8×8 gb

8×8

Now  we  turn  to  evaluate  the  SD  contribution  in
Fig.  1(c)  that  arises  from  the  matching  with  the  dim-9
LEFT  operators  in  Table  2.  We  refer  to  our  previous
work [20] for  details  of  matching based on spurion ana-
lysis, and we show the results in Table 3. This matching
leaves  behind  a  low  energy  constant  (LEC),  which  is
multiplied by a mesonic operator that can only be determ-
ined  by  nonperturbative  methods.  Note  that  different
components in the same irreducible representation of the
chiral  group  share  the  same  LEC in  the  chiral  limit;  for
instance,  all  of  ,  ,  and    share
the same LEC  . Operators belonging to the same ir-
reducible  representation  but  arising  from  different  color
contractions generally have different LECs, as is the case
with  the  LECs    and  .  Fortunately,  these  three
parameters are already determined in the literature; here,
we use the values from [36], which in our notation are 

g27×1 = 0.38±0.08,

ga
8×8 = 5.5±2 GeV2,

gb
8×8 = 1.55±0.65 GeV2. (23)
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Expanding the hadronic operators in Table 3 to their first
terms  and  attaching  their  corresponding  LEFT  Wilson

Λχ
ℓ±αℓ
±
β P∓i P∓j

coefficients defined at the scale   yields the SD interac-
tions for  :

LSD
ℓ±αℓ

±
β P∓i P∓j

=
5
6

F2
0g27×1∂

µP−i ∂µP−j
[
CLLLL,S

uiu j (Λχ)ℓαℓC
β +CLLLL,P

uiu j (Λχ)ℓαγ5ℓ
C
β

]
+

1
2

F2
0 P−i P−j

[(
CLRRL,S

uiu j (Λχ)ga
8×8

+C̃LRRL,S
uiu j (Λχ)gb

8×8

)
ℓαℓ

C
β +

(
CLRRL,P

uiu j (Λχ)ga
8×8+ C̃LRRL,P

uiu j (Λχ)gb
8×8

)
ℓαγ5ℓ

C
β + (1−δi j)(i↔ j)

]
+h.c.. (24)

Utilizing  the  QCD  running  effects  [Eqs.  (7)-(9)]
and  the  LEFT–SMEFT  matching  results  in Table  2,  we
obtain
 

LSD
τ+→ℓ−P+i P+j

=
2F2

0GF

1+δi j

[
cℓτ1,i jP

−
i P−j + cℓτ5,i j∂

µP−i ∂µP−j
]
ℓLτ

C
L ,

(25)

c1,5where the parameters   are defined as
 

cℓτ1,i j = −2
√

2
(
0.62ga

8×8+0.88gb
8×8

)
Xℓτ1,PiP j

,

cℓτ5,i j = −2
√

2(1.3g27×1)VuiVu jXℓτ2 . (26)

Here,
 

Xℓτ1,PiP j
=2VuiC

juℓτ∗
d̄uLDL

(ΛEW)+2Vu jCiuℓτ∗
d̄uLDL(ΛEW),

Xℓτ2 =2Cℓτ∗
LHW (ΛEW)+2Cτℓ∗

LHW (ΛEW)

+2Cℓτ∗
LDH1(ΛEW)+Cℓτ∗

LDH2(ΛEW), (27)

τ+→ ℓ−P+i P+j
ℓ = e, µ Pi = π, K i = 2,3 j(5) = jℓτ(5) jτℓ(5)

Table  3.      Chiral  realizations  (fourth  column)  of  dim-9  LEFT operators  (second  column)  contributing  to  decays   with
;   for  ; and   or 

Decays LEFT operators Chiral irrep. Hadronic operators

OLLLL,S/P
uiu j,αβ 27L ×1R

5
12

g27×1F4
0(Σi∂µΣ†) 1

i (Σi∂µΣ†) 1
j jαβ(5)

OLRRL,S/P
uiu j,αβ 8L ×8R(a) ga

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

i (Σ) 1
j jαβ(5)

τ+→ ℓ−P+i P+j OLRRL,S/P
u jui,αβ 8L ×8R(a) ga

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

j (Σ) 1
i jαβ(5)

ÕLRRL,S/P
uiu j,αβ 8L ×8R(b) gb

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

i (Σ) 1
j jαβ(5)

ÕLRRL,S/P
u jui,αβ 8L ×8R(b) gb

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

j (Σ) 1
i jαβ(5)

OLLLL,S/P
udud 27L ×1R

5
12

g27×1F4
0(Σi∂µΣ†) 1

2 (Σi∂µΣ†) 1
2 ( j/ j5)

τ+→ ℓ−π+π+ OLRRL,S/P
udud 8L ×8R(a) ga

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

2 (Σ) 1
2 ( j/ j5)

ÕLRRL,S/P
udud 8L ×8R(b) gb

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

2 (Σ) 1
2 ( j/ j5)

OLLLL,S/P
usus 27L ×1R

5
12

g27×1F4
0(Σi∂µΣ†) 1

3 (Σi∂µΣ†) 1
3 ( j/ j5)

τ+→ ℓ−K+K+ OLRRL,S/P
usus 8L ×8R(a) ga

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

3 (Σ) 1
3 ( j/ j5)

ÕLRRL,S/P
usus 8L ×8R(b) gb

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

3 (Σ) 1
3 ( j/ j5)

OLLLL,S/P
udus 27L ×1R

5
12

g27×1F4
0(Σi∂µΣ†) 1

2 (Σi∂µΣ†) 1
3 ( j/ j5)

OLRRL,S/P
udus 8L ×8R(a) ga

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

2 (Σ) 1
3 ( j/ j5)

τ+→ ℓ−K+π+ OLRRL,S/P
usud 8L ×8R(a) ga

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

3 (Σ) 1
2 ( j/ j5)

ÕLRRL,S/P
udus 8L ×8R(b) gb

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

2 (Σ) 1
3 ( j/ j5)

ÕLRRL,S/P
usud 8L ×8R(b) gb

8×8

F4
0

4
(Σ†) 1

3 (Σ) 1
2 ( j/ j5)
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ΛEW

are  given  in  terms  of  the  SMEFT  Wilson  coefficients
evaluated at the electroweak scale  .

τ+(p1)→ ℓ−(p2)P+i (q1)P+j (q2)

With all relevant interactions between the mesons and
leptons  at  hand,  we can compute  the  Feynman diagrams
in Fig.  1  to  obtain  the complete  amplitude for  the  decay

,
 

M =F2
0GF

[
TSDvτPRuC

ℓ +T1µνvτγµγνPRuC
ℓ

+T2µνρvτγµγνγρPRuC
ℓ +T3µνρvτγµγνγρPLuC

ℓ

]
, (28)

TSDwhere   denotes the SD term and the others are the LD
ones; that is, 

TSD = −2
(
cτℓ1,i j− cτℓ5,i j(q1 ·q2)

)
, (29)

 

T1µν =GFVuiVu jmτℓ

(
q1µq2νt−1+q2µq1νu−1

)
+

[
Vui

(
BcℓτP j1− cℓτP j3(t− p2

2)
)
q1µ(p1−q1)ν

−Vu j

(
BcτℓPi1− cτℓPi3(t− p2

1)
)
(p1−q1)µq2ν

]
t−1

+
[
Vu j

(
BcℓτPi1− cℓτPi3(u− p2

2)
)
q2µ(p1−q2)ν

−Vui

(
BcτℓP j1− cτℓP j3(u− p2

1)
)
(p1−q2)µq1ν

]
u−1,

(30)
 

T2µνρ =Vu jcτℓPi2q1µ(p1−q1)νq2ρt−1

+VuicτℓP j2q2µ(p1−q2)νq1ρu−1, (31)

 

T3µνρ =VuicℓτP j2q1µ(p1−q1)νq2ρt−1

+Vu jcℓτPi2q2µ(p1−q2)νq1ρu−1, (32)

s = (q1+q2)2, t = (p1−q1)2 u = (p1−q2)2with  , and  . 

IV.  DISCUSSIONS OF HADRONIC
UNCERTAINTIES AND IMPROVEMENT

So far, we have been working to the leading order in

χPT
τ

mτ Λχ

⟨P+i (q1)P+j (q2)|Oirrep(0)|0⟩ Oirrep

.  It  is  well-known  that  chiral  perturbation  does  not
converge fast  enough for hadronic   decays owing to its
large mass   compared to  ;  thus,  in  this  section,  we
estimate the uncertainties due to ignored higher order cor-
rections and seek to improve our leading order results. To
estimate  uncertainties,  we  compute  chiral  logarithms
arising  from  the  one-loop  diagrams  associated  with  an
LNV vertex, which (as in the usual case) cannot be can-
celled by  higher  order  counterterms.  Futhermore,  to   im-
prove  convergence  we  employ  the  dispersion  relation
technique,  by  incorporating  experimental  data  regarding
phase shifts.  Inspection of Fig.  1 shows that  this  is  non-
trivial only  for  the  SD  part,  which  unfortunately  is   nu-
merically less significant than the LD one, as will be seen
in Section 5. In short, we are effectively considering one-
loop uncertainties or dispersion-relation improvements to
the matrix element  , where 
is a  dim-9 LEFT operator  in  the chiral  representation  ir-
rep  in  Table  3,  whose  lepton  bilinear  has  been  stripped
off  for  simplicity  and  whose  chiral  realization  is  also
shown in the table.

(q1+q2)2 = 0
K±

To  assess  the  relative  importance  of  one-loop  chiral
logarithms  to  tree-level  terms,  we  compute  the  one-loop
diagrams in Fig. 2 at the kinematic point  , as
seen in [20] for LNV   decays. The results are 

Mππ
27×1 =

5
3

g27×1F2
πm2

π (1+3Lπ) , (33)

 

Mππ,a/b
8×8 = ga/b

8×8F2
π (1+Lπ) , (34)

 

MKK
27×1 =

5
3

g27×1F2
Km2

K

[
1+

1
4

(
m2

K +m2
π

m2
K

Lπ

+4LK +
7m2

K −m2
π

m2
K

Lη

)]
, (35)

 

MKK,a/b
8×8 = ga/b

8×8F2
K

[
1− 1

4

(
Lπ−8LK +3Lη

)]
, (36)

 

⟨P+i P+j |Oirrep |0⟩ OirrepFig. 2.    (color online) One-loop diagrams for SD contributions to   with an insertion of   in shaded circle
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MKπ
27×1 =

5
12

g27×1F2
K(m2

K +m2
π)
[
1− 1

4

(
17m2

π−9m2
K

2(m2
K −m2

π)
Lπ

−
5m2

K −m2
π

m2
K −m2

π

LK +
3
2

Lη

)]
,

(37)
 

MKπ,a/b
8×8 =

1
2

ga/b
8×8F2

K

[
1− 1

4

(
9m2

π−m2
K

2(m2
K −m2

π)
Lπ

−
m2

K +3m2
π

m2
K −m2

π

LK +
3
2

Lη

)]
, (38)

LP = m2
P/(4πF0)2 ln(µ2/m2

P) µ

Kπ
KK ππ

µ = Λχ µ = mτ ππ

Kπ KK

27L ×1R 8L ×8R(a/b)

where   with   being the renor-
malization scale. The results for the   channel coincide
with those in [20], whilst those for the   and   chan-
nels  are  newly  computed.  We  have  taken  into  account
both renormalization  of  decay  constants  and   wavefunc-
tion renormalization collected in [20]. As a rough estim-
ate, the relative corrections at   ( )  in the  ,

,  and    channels  (each  placed  in  a  pair  of  square
brackets)  and  in  the  order  of  the  chiral  representations

,    (separated  by  a  comma  within  a
pair of square brackets) in each channel are, [27%, 17%]
([29%,  18%]),  [50%,  28%]  ([55%,  27%]),  [65%,  50%]
([73%,  56%]),  respectively.  The  neglected  higher  order
corrections are thus about 20%-70%.

τ

Here,  we  improve  the  leading  order  terms  using  the
dispersion relation technique. For its recent application to
  decays,  see,  [37−42]. The  aforementioned  matrix   ele-
ments are parameterized as 

MPiP j

27×1(s) =⟨P+i (q1)P+j (q2)|(uLγ
µdi

L)[uLγµd j
L]|0⟩

=− (q1 ·q2)FPiP j

27×1(s)(1+δi j), (39)
 

MPiP j,a
8×8 (s) =⟨P+i (q1)P+j (q2)|(uLdi

R)[uRd j
L]|0⟩

=FPiP j,a
8×8 (s)(1+δi j), (40)

 

MPiP j,b
8×8 (s) =⟨P+i (q1)P+j (q2)|(uLdi

R][uRd j
L)|0⟩

=FPiP j,b
8×8 (s)(1+δi j), (41)

s = (q1+q2)2

χPT
with  . The form factors are, to leading order
in  , normalized to 

FPiP j

27×1(0) =
5
6

F2
0g27×1, FPiP j,a/b

8×8 (0) =
1
2

F2
0g a/b

8×8. (42)

f I
l (s)

To  construct  the  dispersion  relation,  we  decompose
the  elastic  meson  scattering  amplitude  into  partial  wave
amplitudes    with  orbital  angular  momentum  l  and

isospin  I.  Application  of  the  Cutkosky  cutting  rules  to
Fig.  2(b)  (where  the  meson  scattering  vertex  is  replaced
by a general scattering amplitude), yields
 

Im Fππ
irrep(s)=

2λ1/2
ππ (s)
s

Fππ
irrep(s)[ f 2

0 (s)]∗θ(s−sππ), (43)
 

Im FKK
irrep(s)=

2λ1/2
KK(s)
s

FKK
irrep(s)[ f 1

0 (s)]∗θ(s−sKK), (44)

 

Im FKπ
irrep(s)=

λ1/2
Kπ (s)

s
FKπ

irrep(s)[ f 3/2
0 (s)]∗θ(s−sKπ), (45)

sPiP j
= (mPi

+mP j
)2 λPiP j

(s)where  ,  and    is  the  basic  three-
particle kinematic function:
 

λPiP j
(s) = m2

Pi
+m2

P j
+ s−2m2

Pi
m2

P j
−2mPi

√
s−2mP j

√
s.
(46)

δI
l (s)

The  partial  wave  amplitude  for  elastic  scattering  can  be
expressed in terms of the phase shift  :
 

f I
l (s) =

s
λ1/2(s)

sinδI
l (s)eiδI

l (s). (47)

FPiP j

irrep(s)
The  above  dispersion  relations  imply  that  the  phase  of

 is equal to the corresponding phase shift, similar
to  the  Watson's  final-state  theorem  for  elastic  scattering
states [43].  Eqs.  (43)-(45) then have a universal  solution
of
 

FPiP j

irrep(s) = FPiP j

irrep(0)ΩI
l (s), (48)

ΩI
l (s)where the Omnès factor   [44] for a once-subtracted

dispersion relation is
 

ΩI
l (s) = exp

 s
π

∫ ∞

sPi P j

ds′
δI

l (s′)
s′(s′− s)

 . (49)

δ2
0 δ3/2

0
δ2

0

δ3/2
0

(I, l) = (1,0)

FPiP j

irrep(s)/FPiP j

irrep(0) = ΩI
l (s)

scut = m2
τ

The phase shifts   and   have been measured experi-
mentally [45,46]. We have taken the fits of   from [47]
and of    from [48].  To the best  of  our knowledge,  no
data  are  available  for  the    channel.  These
phase  shifts  and  corresponding  magnitudes  of

  are  shown in Fig.  3,  in  which  a
cutoff   has been  chosen  for  the  integral.  As  ex-
pected,  no  resonance  is  indicated  in  these  channels.  The
above results  are  applied  to  our  decay rate  evaluation  in
the next section.
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V.  MASTER FORMULAS FOR DECAY RATES

τ+→ ℓ−P+i P+j

K+

Here,  we  present  our  master  formulas  for  the  decay
rates and branching ratios of the   decay. We
omit the kinematic details because they are similar to the
LNV    decays  [20,21].  The  spin-summed  and  -aver-
aged decay width is 

Γ =
1

1+δi j

1
2mτ

1
128π3m2

τ

∫
ds

∫
dt

∑
|M|2, (50)

for which the integration domains are 

s ∈
[
(mPi
+mP j

)2, (mτ−mℓ)2
]
, (51)

 

t ∈
[
(E∗2 +E∗3)2−

(√
E∗22 −m2

P j
+

√
E∗23 −m2

ℓ

)2
,

(E∗2 +E∗3)2−
(√

E∗22 −m2
P j
−

√
E∗23 −m2

ℓ

)2]
, (52)

with
 

E∗2 =
1

2
√

s
(s−m2

Pi
+m2

P j
),

E∗3 =
1

2
√

s
(m2

τ − s−m2
ℓ ). (53)

τ

GF

Using  the  LECs  in  Eq.  (23)  and  the  SM  parameters  for
the   lepton width, various particle masses, and the Fermi
constant   [49], the decay branching ratios become

B(τ+→ e−π+π+)
GeV6 =

2.4×10−34

GeV6

|mτe|2

eV2 +0.31
∣∣∣Yeτ

π1

∣∣∣2+0.21
∣∣∣Yτe

π1

∣∣∣2+1.9×10−3
(∣∣∣Yτe

π2

∣∣∣2+ ∣∣∣Yeτ
π2

∣∣∣2)
+5.8×10−4

∣∣∣Xτe
1,ππ

∣∣∣2+10−8
(
58

∣∣∣Xτe
2

∣∣∣2+33
∣∣∣Yτe

π3

∣∣∣2+2.2
∣∣∣Yeτ

π3

∣∣∣2)+ int., (54)
 

B(τ+→ µ−π+π+)
GeV6 =

8.1×10−35

GeV6

|mτµ|2

eV2 +0.26
∣∣∣Yµτ

π1

∣∣∣2+0.19
∣∣∣Yτµ

π1

∣∣∣2+1.7×10−3
(∣∣∣Yτµ

π2

∣∣∣2+ ∣∣∣Yµτ
π2

∣∣∣2)
+5.6×10−4

∣∣∣∣Xτµ1,ππ

∣∣∣∣2+10−8
(
53

∣∣∣Xτµ2

∣∣∣2+29
∣∣∣Yτµ

π3

∣∣∣2+2.2
∣∣∣Yµτ

π3

∣∣∣2)+ int., (55)

 

B(τ+→ e−K+K+)
GeV6 =

3.1×10−38

GeV6

|mτe|2

eV2 +2.3×10−3
∣∣∣Yτe

K1

∣∣∣2+1.5×10−3
∣∣∣Yeτ

K1

∣∣∣2+1.0×10−4
∣∣∣Xτe

1,KK

∣∣∣2
+2.1×10−5

(∣∣∣Yτe
K2

∣∣∣2+ ∣∣∣Yeτ
K2

∣∣∣2)+10−9
(
4.2

∣∣∣Yτe
K3

∣∣∣2+0.34
∣∣∣Yeτ

K3

∣∣∣2+0.23
∣∣∣Xτe

2

∣∣∣2)+ int., (56)

 

B(τ+→ µ−K+K+)
GeV6 =

2.5×10−38

GeV6

|mτµ|2

eV2 +2.1×10−3
∣∣∣Yτµ

K1

∣∣∣2+1.3×10−3
∣∣∣Yµτ

K1

∣∣∣2+9.9×10−5
∣∣∣∣Xτµ1,KK

∣∣∣∣2
+1.9×10−5

(∣∣∣Yτµ
K2

∣∣∣2+ ∣∣∣Yµτ
K2

∣∣∣2)+10−9
(
3.7

∣∣∣Yτµ
K3

∣∣∣2+0.33
∣∣∣Yµτ

K3

∣∣∣2+0.25
∣∣∣Xτµ2

∣∣∣2)+ int., (57)

 

|FPiP j
irrep (s)/F

PiP j
irrep (0)|

ππ Kπ
√

s

Fig. 3.    (color online) Phase shifts (blue/solid curve, left vertical axis) and   (red/dashed curve, right vertical axis) in
the   (left panel) and   (right panel) channels, displayed as a function of 
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B(τ+→ e−K+π+)
GeV6 =

6.2×10−36

GeV6

|mτe|2

eV2 +5.5×10−2
∣∣∣Yτe

K1

∣∣∣2+4.8×10−2
∣∣∣Yeτ

K1

∣∣∣2+1.5×10−2
∣∣∣Yeτ

π1

∣∣∣2
+10−5

(
290

∣∣∣Yτe
π1

∣∣∣2+93
∣∣∣Yτe

K2

∣∣∣2+48
∣∣∣Yeτ

K2

∣∣∣2+13
∣∣∣Xτe

1,Kπ

∣∣∣2+5.0
∣∣∣Yeτ

π2

∣∣∣2+2.6
∣∣∣Yτe

π2

∣∣∣2)
+10−9

(
130

∣∣∣Yτe
K3

∣∣∣2+26
∣∣∣Xτe

2

∣∣∣2+17
∣∣∣Yeτ

K3

∣∣∣2+3.6
∣∣∣Yτe

π3

∣∣∣2+0.9
∣∣∣Yeτ

π3

∣∣∣2)+ int., (58)
 

B(τ+→ µ−K+π+)
GeV6 =

4.2×10−36

GeV6

|mτµ|2

eV2 +5×10−2
∣∣∣Yτµ

K1

∣∣∣2+4.3×10−2
∣∣∣Yµτ

K1

∣∣∣2+1.2×10−2
∣∣∣Yµτ

π1

∣∣∣2
+10−5

(
280

∣∣∣Yτµ
π1

∣∣∣2+80
∣∣∣Yτµ

K2

∣∣∣2+43
∣∣∣Yµτ

K2

∣∣∣2+12
∣∣∣∣Xτµ1,Kπ

∣∣∣∣2+4.3
∣∣∣Yµτ

π2

∣∣∣2+2.3
∣∣∣Yτµ

π2

∣∣∣2 )
+10−9

(
110

∣∣∣Yτµ
K3

∣∣∣2+24
∣∣∣Xτµ2

∣∣∣2+16
∣∣∣Yµτ

K3

∣∣∣2+3.3
∣∣∣Yτµ

π3

∣∣∣2)+8.5×10−10
∣∣∣Yµτ

π3

∣∣∣2+ int., (59)

X Y
where the Wilson coefficients of the dim-7 SMEFT oper-
ators are contained in the   (for the SD part) and   (for
the LD part) parameters defined in Eqs. (27) and (22), for
which the  interference  terms (int.)  are  not  explicitly  dis-
played. We have incorporated the dispersion-relation-im-
proved hadronic matrix elements into the SD part.

The  above  results  show  that  the  contribution  from
neutrino  mass  insertion  in Fig.  1(a)  can be  entirely  neg-

X Y Y1
Y2 Y3

p/ΛEW
X1 Y2

X2 p2/Λ2
χ

lected. If we assume that the Wilson coefficients of LNV
dim-7 operators in the SMEFT are of a similar size, their
relative importance is then controlled by the prefactors of
the    and   parameters.  The  LD contribution  from 
dominates,  whilst  those  from   and   are  suppressed
by factors of p and  , respectively.  The SD contri-
bution  of    has  an  order  of  magnitude  similar  to  ,
whilst the   term is suppressed by   and has a sim-

|Xi |−1/3 |Yi |−1/3

Xαβi = X
βα
i

Table  4.      Lower  bounds  (in  units  of  GeV)  on    or    parameters  for  combinations  of  Wilson  coefficients.  Note  that

τ+→ e−π+π+ τ+→ e−K+K+ τ+→ e−K+π+

Name Bounds Name Bounds Name Bounds Name Bounds∣∣∣Yeτ
π1

∣∣∣− 1
3 15.8

∣∣∣Yτe
K1

∣∣∣− 1
3 6.4

∣∣∣Yτe
K1

∣∣∣− 1
3 10.9

∣∣∣Yeτ
K1

∣∣∣− 1
3 10.7∣∣∣Yτe

π1

∣∣∣− 1
3 14.8

∣∣∣Yeτ
K1

∣∣∣− 1
3 6.0

∣∣∣Yeτ
π1

∣∣∣− 1
3 8.8

∣∣∣Yτe
π1

∣∣∣− 1
3 6.7∣∣∣Yeτ

π2

∣∣∣− 1
3 6.8

∣∣∣∣Xτe
1,KK

∣∣∣∣− 1
3 3.8

∣∣∣Yτe
K2

∣∣∣− 1
3 5.5

∣∣∣Yeτ
K2

∣∣∣− 1
3 5.0∣∣∣Yτe

π2

∣∣∣− 1
3 6.8

∣∣∣Yτe
K2

∣∣∣− 1
3 2.9

∣∣∣∣Xτe
1,Kπ

∣∣∣∣− 1
3 4.0∣∣∣∣Xτe

1,ππ

∣∣∣∣− 1
3 5.5

∣∣∣Yeτ
K2

∣∣∣− 1
3 2.9

∣∣∣Yeτ
π2

∣∣∣− 1
3 3.4

∣∣∣Yτe
π2

∣∣∣− 1
3 3.1∣∣∣Xτe

2

∣∣∣− 1
3 1.8

∣∣∣Yτe
K3

∣∣∣− 1
3 0.7

∣∣∣Yτe
K3

∣∣∣− 1
3 1.3

∣∣∣Yeτ
K3

∣∣∣− 1
3 0.9∣∣∣Yτe

π3

∣∣∣− 1
3 1.6

∣∣∣Yeτ
K3

∣∣∣− 1
3 0.5

∣∣∣Xτe
2

∣∣∣− 1
3 1.0∣∣∣Yeτ

π3

∣∣∣− 1
3 1.0

∣∣∣Xτe
2

∣∣∣− 1
3 0.4

∣∣∣Yτe
π3

∣∣∣− 1
3 0.7

∣∣∣Yeτ
π3

∣∣∣− 1
3 0.6

τ+→ µ−π+π+ τ+→ µ−K+K+ τ+→ µ−K+π+

Name Bounds Name Bounds Name Bounds Name Bounds∣∣∣Yµτ
π1

∣∣∣− 1
3 13.7

∣∣∣YτµK1

∣∣∣− 1
3 6.0

∣∣∣YτµK1

∣∣∣− 1
3 10.1

∣∣∣YµτK1

∣∣∣− 1
3 9.8∣∣∣Yτµ

π1

∣∣∣− 1
3 13.0

∣∣∣YµτK1

∣∣∣− 1
3 5.5

∣∣∣Yµτ
π1

∣∣∣− 1
3 7.9

∣∣∣Yτµ
π1

∣∣∣− 1
3 6.2∣∣∣Yµτ

π2

∣∣∣− 1
3 5.9

∣∣∣∣Xτµ1,KK

∣∣∣∣− 1
3 3.6

∣∣∣YτµK2

∣∣∣− 1
3 5.1

∣∣∣YµτK2

∣∣∣− 1
3 4.6∣∣∣Yτµ

π2

∣∣∣− 1
3 5.9

∣∣∣YτµK2

∣∣∣− 1
3 2.7

∣∣∣∣Xτµ1,Kπ

∣∣∣∣− 1
3 3.7∣∣∣∣Xτµ1,ππ

∣∣∣∣− 1
3 4.9

∣∣∣YµτK2

∣∣∣− 1
3 2.7

∣∣∣Yµτ
π2

∣∣∣− 1
3 3.1

∣∣∣Yτµ
π2

∣∣∣− 1
3 2.8∣∣∣Xτµ2

∣∣∣− 1
3 1.5

∣∣∣YτµK3

∣∣∣− 1
3 0.7

∣∣∣YτµK3

∣∣∣− 1
3 1.1

∣∣∣YµτK3

∣∣∣− 1
3 0.8∣∣∣Yτµ

π3

∣∣∣− 1
3 1.4

∣∣∣Xτµ2

∣∣∣− 1
3 0.4

∣∣∣Xτµ2

∣∣∣− 1
3 0.9∣∣∣Yµτ

π3

∣∣∣− 1
3 1.0

∣∣∣YµτK3

∣∣∣− 1
3 0.4

∣∣∣Yµτ
π3

∣∣∣− 1
3 0.6

∣∣∣Yτµ
π3

∣∣∣− 1
3 0.5
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Y3

X Y
τ

0νββ K±

µµ

Ci = Λ
−3

Λ−6 Λ > 1 TeV

ilar  size  to  .  To  obtain  concrete  constraints,  we  must
make  a  simplifying  assumption,  because  there  are  too
many  Wilson  coefficients;  hence,  we  assume  that  only
one of the   and   parameters is nonzero at a time. The
experimental  upper  bounds  on  the    decays  in  Eqs.  (1)-
(3) translate to the bounds on those parameters, as shown
in  Table  4.  These  bounds  are  significantly  weaker  than
those from the nuclear   decay and LNV   decays,
owing to the much smaller data samples; and being of or-
der  GeV they should  not  be  taken literally.  But  they are
the  first  bounds  obtained  thus  far  for  the  LNV  Wilson
coefficients in the SMEFT that  involve the third genera-
tion  of  leptons,  and  they  are  comparable  to  those  that
would be expected to set at the LHC on the   compon-
ent  of  the  Weinberg  operator,  (see  [50] for  a  recent  dis-
cussion).  If  we  parameterize  all  Wilson  coefficients  by
the same scale  , the branching ratios will be pro-
portional  to  ,  as  shown in Fig.  4.  For  ,  we
have 

B(τ−→ e+π−π−) < 3.1×10−19,

B(τ−→ µ+π−π−) < 2.6×10−19, (60)
 

B(τ−→ e+K−K−) < 2.3×10−21,

B(τ−→ µ+K−K−) < 2.1×10−21, (61)
 

B(τ−→ e+K−π−) < 5.5×10−20,

B(τ−→ µ+K−π−) < 5.0×10−20, (62)

which  are  several  orders  of  magnitude  smaller  than  the
current experimental upper bounds. 

VI.  CONCLUSION

τ τ+→ ℓ−P+i P+j

0νββ K±

We  studied  the  LNV    decays    within
the framework of EFT. One merit of these decays is that
they could potentially probe LNV interactions in the third
generation  of  leptons,  which  are  not  accessible  in  either
nuclear   decay or LNV   decays. Assuming the ab-
sence  of  new particles  of  masses  below the  electroweak
scale,  we  started  from the  effective  interactions  of  LNV
dim-5 and -7 operators in SMEFT; first we matched them

χPT

K±

τ

τ+→ e−π+π+, µ−π+π+

to  effective  interactions  in  the  LEFT  at  the  electroweak
scale; then, we matched them to those in   at the chir-
al  symmetry  breaking  scale.  We  computed  the  decay
branching  ratios  and  expressed  them  in  terms  of  the
Wilson coefficients  in the SMEFT and hadronic low en-
ergy  constants.  As  seen  in  the  case  of  LNV   decays,
the LD contribution from the exchange of a neutrino gen-
erically  dominates  over  the  SD  one  arising  from  LNV
dim-9 operators  in  LEFT involving  four  quarks  and two
like-charge  leptons.  We  estimated,  by  computing  one-
loop chiral logarithms, the theoretical uncertainties due to
neglect of higher order terms in chiral perturbation for the
hadronic   decays, and found them to be large. Thus, we
attempted to improve the convergence in the SD part  by
appealing  to  dispersion  relations.  We  found  the  decays

  to have  the  largest  branching   ra-
tios among the six channels; however, these are still well
below  the  current  experimental  bounds  for  a  reasonable
choice of a new physics scale. 
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