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磁场中夸克物质的黏滞系数 *
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摘要 研究了磁场中夸克非轻子弱作用过程的反应率和黏滞系数. 改进了在弱磁场情况下的近似计算

方法, 给出了非轻子过程的反应率与夸克物质的体黏滞系数的表达式, 显示出在弱磁场情况下, 黏滞系

数的温度依赖关系与零磁场情况下一致, 但黏滞系数的大小依赖磁场的强度.
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1 引言

Witten提出由大致等量的u, d, s夸克组成的奇

异夸克物质 (SQM)有可能是重子物质的稳态或者亚

稳态
[1]
之后, 人们普遍相信脉冲星是或部分是奇异星.

在对奇异星的性质和结构的研究中, 如何区分奇异

星与中子星是一个重要的研究课题. Andersson[2]
和

Friedman[3]
发现的 r模不稳定性在区分中子星和奇异

星方面有重要意义, 然而致密星的 r模不稳定性与星

体物质的黏滞性有密切关系
[4]. 对于中子星来说, 它

的黏滞性来自于β衰变过程, 普遍认为修改Urca过程

起重要作用
[5], 当中子星的核密度足够高的时候, 直接

Urca过程[6]
或超子

[7]
的影响会变得重要起来, 会提高

中子物质的黏滞性. 另一方面, 如果中子星内存在奇

异夸克物质或纯粹奇异星存在, 非轻子弱作用过程:

u(1)+d→u(2)+s . (1)

产生的体黏滞是非常重要的
[4]. 以前的许多工作[8, 9]

讨论了在零磁场情况下的弱作用过程的黏滞性, 认为

奇异夸克物质的黏滞性比中子星要大得多. 但是实际

上, 研究奇异夸克物质的组分及反应过程的一个不可

忽略的参数是磁场. 脉冲星表面都是带有磁场的, 普

通射电脉冲星的表面磁场为1011—12G, 而磁星的表面

磁场高达1014—15G. Shapiro(1983)[10]指出, 如果脉冲

星的表面磁场为B ∼ 1012—14G, 根据Viral定理中子

星的内部磁场可以达到B ∼ 1014—18G. 在磁场中, 带

电粒子的回旋运动被量子化到Landau能级, 当磁场

B(c)
m > m2

i c
3/(qi~) (由回旋能 qB/(mc)等于mc2得到,

其中mi和qi分别表示粒子的质量和电量, ~, k和 c分

别表示Planck常量、Boltzman常量和光速)时, 这个

量子化效应就显得十分重要. 但是由于致密夸克物质

密度极大 (化学势µ > 300MeV), 最大的Landau能级

数νmax = Int
(

µ2−m2
q

2eB

)
非常大, 所以可以看成弱场

近似. 在弱磁场的情况下计算弱反应过程的反应率的

时候, 考虑两个近似条件: (1) 反应的矩阵元受磁场的

影响忽略; (2) 粒子运动方向取随机近似. 本文的安排

如下: 第二节给出Dirac方程在磁场中的解, 第三节计

算了非轻子弱相互作用过程在磁场中的反应率, 第四

节给出非轻子弱相互作用过程在磁场中的黏滞系数,

结论在第五节中给出.

2 磁场中Dirac方程的解

为了求磁场下奇异夸克物质相关反应的矩阵元,

需要求解磁场中Dirac方程的精确解. 在奇异星内部,

因为密度很高, 夸克和电子都是相对论性的. 一个质

量为m的粒子, 在无磁场的情况下, 其哈密顿量可以

写为

Ĥ =α •p+βm . (2)

如果粒子在电磁场中运动, 电磁场由四维矢势Aµ

表示. 根据最小耦合原理, 在自由的哈密顿量中以
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p̂µ−qÂµ代替 p̂µ, 就可以得到电磁场中粒子的哈密顿

量, 其中q是带电粒子的电量, 则磁场中的哈密顿量可

以写成

Ĥ =α •(p−qA)+βm+qφ , (3)

这里令静电势φ = 0, 考虑带电粒子在沿z轴方向的稳

恒、均匀的磁场中运动, 选择朗道规范A = (0,Bx,0).

根据对称性选择一个任意形式的波函数

ψ(t,x)= f(x)exp(−iεt+ipyy+ipzz) , (4)

其中 ε表示粒子的能量. 把方程(4)的波函数代入

Dirac方程

(i∂ t−Ĥ)ψ(t,x)= 0 , (5)

可以得到能量的表达式以及朗道规范下磁场中波函数

的具体形式. 能量为ε =
√

p2
z +m2 +2νqB , 式中ν是

朗道能级. 它是简并的并且可以用轨道和自旋量子数

l, s来表示: ν = l+
1
2
(1±s)上式中的±号分别表示的

是对应负电荷和正电荷的情形.

对于电荷为q的粒子, 其波函数为

ψ+(t,x) =
exp[−iεt+ipyy+ipzz]√

2ε(ε+m)LyLz

×



(ε+m)Iν;pz (x)

0

pzIν;pz
(x)

−i
√

2νqBIν−1;pz (x)




. (6)

上式对应的是自旋向上的解, 相应的自旋向下的

解为

ψ−(t,x) =
exp[−iεt+ipy +ipz]√

2ε(ε+m)LyLz

×



0

(ε+m)Iν−1;pz (x)

i
√

2νqBIν;pz (x)

−pzIν−1;pz
(x)




. (7)

在方程 (6)和 (7)中, Ly和Lz分别是y方向和z方

向的尺度. 在上面的两个方程 (6)和 (7)中

Iν;pz
=

(
qB

π

) 1
4

exp

[
−1

2
qB

(
x− py

qB

)2
]
×

1√
2νν!

Hν

[√
qB

(
x− py

qB

)]
, (8)

其中Hν是厄米多项式. 为了后面的计算方便和简洁,

这个地方定义一个量:

ξ =(qB)1/2

(
x− py

qB

)
, (9)

于是方程 (8)可以改写成更为简洁的形式

Iν;pz
=

(
qB

π

) 1
4

exp
(
−ξ2

2

)
× 1√

2νν!
Hν(ξ) . (10)

3 弱磁场中的非轻子过程反应率

如果给定反应 (1)的矩阵元, 根据[8, 9]
可以给出反

应 (1)在单位体积内的反应率

Γ (u1d→ su2) =
36
2

[∏
i

∫
d3pi

(2π)32εi

]
|Ms|2S(2π)4×

δ4(P1 +Pd−P2−Ps) , (11)

其中相空间的积分包括所有的粒子态, S = f1fd(1−
f2)(1−fs)为统计分布函数, 方程 (1)中的夸克分布由

费米–狄拉克分布描述

fi(εi)=
[
1+exp

(
εi−µi

T

)]−1

, i = 1,2,d,s , (12)

其中µi是粒子的化学势.

考虑弱磁场的情况, 此时, 夸克并没有被极化到

最低Landau能级. 夸克弱作用过程的反应矩阵元不

受磁场影响, 仅考虑u夸克的相空间被磁场改变[11],

这里因为u夸克的质量最小, 我们仅记及磁场对它的

影响.

对弱作用过程中粒子的初态求平均和末态求和可

以得到矩阵元表达式为
[8]

|Ms|2 =64G2
F sin2 θc cos2 θc(P1

•Pd)(P2
•Ps) . (13)

这里Pi = (εi − pi)表示夸克 i的四动量, GF =

1.166× 10−11MeV−2是费米常数, θc表示Cabibbo角

(cos2 θc = 0.948). 我们忽略u, d夸克的质量, 然后得

到ε1 = p1, ε2 = p2, εd = pd, Es = (p2
s +m2

s )
1/2. 所以四

动量的乘积可以表示为
[8, 9]

(P1
•Pd)(P2

•Ps)= ε1ε2εdεs(1−cosθ1d)
(

1− ps

εs

cosθ2s

)
,

(14)

其中θij表示 i和 j夸克动量之间的夹角.

在弱磁场中, 考虑u夸克的相空间被改变为

2
∫

d3p

(2π)3
−→ qB

(2π)2

νmax∑
ν=0

(2−δν,0)
∫
dpz. (15)

因此, 弱作用过程的反应率可以写成

Γ (u1d→ su2)=
18

(2π)6
G2

F sin2 θc cos2 θc(eB)2

νmax∑
ν1=0

(2−δν1,0)
νmax∑
ν2=0

(2−δν2,0)
∫
p2

ddpdp
2
sdps

∫
dp1z

∫
dp2zSδ(ε1 +εd−ε2−εs)I , (16)
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其中

I =
∫(

d,s∏
i

)
dΩi(1−cosθ1d)

(
1− ps

εs

cosθ2s

)
×

δ3(p1 +pd−p2−ps). (17)

我们知道, 两个矢量的夹角在球坐标系中可以表

示为倾角和方位角的函数:

cosθ1d = cosθ1 cosθd +sinθ1 sinθd cos(ϕ1−ϕd),

cosθ2s = cosθ2 cosθs +sinθ2 sinθs cos(ϕ2−ϕs).
(18)

Goyal(2001)[12]曾计算中子β衰变过程中处理过

这个积分, 但在那里由于仅仅电子被极化, 质子和中

子取静态极限, (15)式中求和和积分是自然退耦. 而

在这里情况不同, 在磁场中,夸克的倾角θ1, θ2, ϕ1, ϕ2

随着朗道能级 (ν1,ν2)和z方向的动量 (p1z,p2z)的变化

而变化. 因此 (16)式中的积分与求和是耦合在一起的,

无法直接求解. 但是, 既然弱磁场对u夸克的运动方

向的影响很小, 因此在 (16)式的积分中假定u夸克的

运动取向是随机的, 因此作位相平均可以得到

2
∫

d3p

(2π)3
−→ qB

(2π)3

νmax∑
ν=0

′
(2−δν,0)

∫ ′
dpz

∫ ′
dΩ , (19)

其中
∑ ′
和

∫ ′
表示各自独立的求和和积分, 求和和积

分退耦, (16)式和 (17)式可以重新写成

Γ (u1d→ su2)=
18

(2π)8
G2

F sin2 θc cos2 θc(eB)2×

ν1max∑
ν1=0

(2−δν1,0)
ν2max∑
ν2=0

(2−δν2,0)
∫
p2

ddpdp
2
sdps×

∫
dp1z

∫
dp2zSδ(ε1 +εd−ε2−εs)I ′ , (20)

其中

I ′ =
∫ ′(1,2,d,s∏

i

)
dΩi(1−cosθ1d)

(
1− ps

εs

cosθ2s

)
×

δ3(p1 +pd−p2−ps) . (21)

因为µi À T , 只有那些费米面附近的粒子才能参加反

应. 采用文献 [13,14]中的方法来完成对I ′的积分:

δ3(p1 +pd−p2−ps)=
∫

d3x

(2π3)
exp(ip •x) , (22)

因此可以得到

I ′ =
27π2

pF1pF2pFdpFs

∫
dx

x2

[ 1,2,d,s∏
i

sin(pFix)+

asin(pF1x)sin(pFdx)f(pF2x)f(pFsx)+

sin(pF2x)sin(pFsx)f(pF1x)f(pFdx)+

a

1,2,d,s∏
i

f(pFix)
]
, (23)

I ′ ≡ 27π2

pF1pF2pFs

J , (24)

其中a =
pFs

µs

, f(pFix) = cos(pFix)− sin(pFix)
pFix

并且积

分J根据 (23)式和 (24)式可以通过数值计算得出结

果.

由d夸克转化到 s夸克的净反应率可以写成[8]

Γ (d→ s)=
[
1−exp

(
µd−µs

T

)]
Γ (u1d→ su2) .

(25)

按照文献 [10, 12]中的方法, 将方程 (20), (21)和

(24)代入到 (25)式可以得到

Γ (d→ s) =
3

2π6
G2

F sin2 θc cos2 θc(qB)2×
ν1max∑
ν1=0

(2−δν1,0)
1√

µ2−2ν1qB
×

ν2max∑
ν2=0

(2−δν2,0)
1√

µ2−2ν2qB
×

µ2
dµs∆µ(∆µ2 +4π2T 2)J . (26)

其中

νi max =Int
(

µ2
i

2qB

)
, i = 1,2, ∆µ=µd−µs. (27)

当B→ 0时, 求和可以用对ν的积分代替, 弱磁场

中的结果可以表示为
[13]

Γ (d→ s) =
6
π6

G2
F sin2 θc cos2 θcµ

2
dµ

2
uµs×

∆µ(∆µ2 +4π2T 2)J , (28)

这正是零磁场中的结果.

4 弱磁场中夸克非轻子弱作用过程的黏

滞系数

这里, 主要讨论了在弱磁场中的奇异夸克物质的

体黏滞. 为了计算体黏滞, 考虑物质中的一个周期性
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振荡, 它引起单位质量的该物质的体积v随时间变化

v(t)= v0 +∆v sin(2πt/τ) , (29)

其中v0是系统处于平衡态时的单位质量体积, ∆v是

振荡所引起的单位质量体积变化的振幅, τ是振荡的

周期. 根据Madsen[8]
所采用的方法, 可以得到体黏滞

的表达式为

ζ =−2
( v0

∆v

)( τ

2π

) m2
s

3µdv

1
τ
×

∫τ

0

[∫t

0

dnd

dt

]
cos

(
2πt

τ

)
,

(30)

其中考虑到md = 0, 并且令平衡时 (零时刻)的化学势

µs = µd = µ. 当2πT À δµ时, 反应率中δµ3项在这样

的一个高温极限下的影响可以忽略, 最后可得到体黏

滞:

ζ =
αT 2

ω2 +βT 4

[
1− 1−e−β1/2T2τ

ω2 +βT 4

2β1/2T 2

τ

]
, (31)

其中ω =2π/τ ,

α =
2

3π4
G2

F sin2 θc cos2 θc(qB)2µm4
sJ×

ν1max∑
ν1=0

(2−δν1,0)
1√

µ2−2ν1qB
×

ν2max∑
ν2=0

(2−δν2,0)
1√

µ2−2ν2qB
, (32)

β =
4
π4

G4
F sin4 θc cos4 θc(qB)4

µ2[(µ2−m2)1/2 +µ]2

µ2−m2
×

J2

(ν1max∑
ν1=0

(2−δν1,0)
1√

µ2−2ν1qB
×

ν2max∑
ν2=0

(2−δν2,0)
1√

µ2−2ν2qB

)2

. (33)

当2eB¿µ2时, 求和将被积分代替:

α→α(B =0) =
2

3π4
G4

F sin4 θc cos4 θcµ
3m4

sJ , (34)

β→β(B =0) =
4
π4

G4
F sin4 θc cos4 θc×

µ4[(µ2−m2)1/2 +µ]2

µ2−m2
J2 . (35)

5 结论

我们推导了在弱磁场下, 夸克非轻子弱作用的反

应率和相应的夸克物质体黏滞系数. 给出了反应率和

黏滞系数与磁场和温度的依赖关系. 在弱磁场中, 奇

异夸克物质的体黏滞系数对温度的依赖关系与零磁场

中的相同, 对磁场的依赖关系仅仅体现在系数α, β中,

即黏滞性的大小上. 在更强的磁场中, 考虑夸克物质

被极化到最低朗道能级, 得到的相关反应率和黏滞系

数, 与磁场的依赖关系会明显增强[15], 但是在目前所

观测到脉冲星体的磁场无法达到夸克被极化到最低朗

道能级所的需要, 仅计算的弱磁场中的夸克物质的体

黏滞系数对奇异星演化性是有意义的.
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Bulk Viscosity of Quark Matter in Magnetic Field *
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Abstract The reaction rate of non-leptonic quark weak interaction and the bulk viscosity of quark matter in the

magnetic field are investigated. The approximation method for calculating the reaction rate in a weak magnetic field is

improved, the results of the reaction rate of non-leptonic process and the bulk viscosity of quark matter are given. It is

shown that the relationship between the bulk viscosity and the temperature in the weak magnetic field case is the same

as that in the zero magnetic field case, but the magnitude of bulk viscosity is affected by the strength of the magnetic

field.

Key words magnetic field, weak interaction, reaction rate, bulk viscosity

Received 11 April 2006

* Supported by National Natural Science Foundation of China (10373007, 97303007)

1)E-mail: zhoux@phy.ccnu.edu.cn


