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AdS5⊗S1, AdS5⊗S5和AdS2⊗S2超弦模型的

一种KRR参数化新方法 *

蔡小琳
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王晓辉 王展云 宋培 石康杰

(西北大学现代物理研究所 西安 710069)

摘要 给出了3种典型超弦模型AdS5⊗S1, AdS5⊗S5和AdS2⊗S2的一种简单的KRR参数化新方法,

并结合这些超弦模型所具有的κ对称性给出了它们的卡当1-form, Maurer-Cartan方程, 作用量和运动

方程.
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1 引言

研究超弦在一般背景中的运动有着十分重要的

意义
[1], 而超陪集空间中的弦运动因其有很好的对称

性更是备受关注. 通常情况下, 弦模型的作用量, 运

动方程等都是由群的流而不是群的参数表示出来的.

另外, 由于局域的κ对称性, 运动方程的解不能确定,

必须把它进行规范固定. 所以, 必须在群中取适当的

陪集代表元, 用它们的参量写出作用量才便于对系统

进行进一步的研究, 这就是对超弦的陪集模型的参数

化. 超群的参数化是将超群的元素用一些数(普通数

或Grassmann数)来给出, 同一超群有多种不同的参

数化方法, 但由超群的不同参数化方法得到的超弦的

物理量结果是相同的, 通常采用使运算方便简洁的群

参数化方法来计算我们所需要的物理量.

在Kallosh, Rahmfeld, Rajaraman, 吕洪等的几

篇文章中提出了在AdS5⊗S5背景中超弦的整体对称

性群SU(2,2|4)的一种参数化方法[2—6], 称之为KRR

参数化方法, 即群元G(x,y,θ) = ga(x,y)gb(θ) (其中

x,y是玻色坐标, θ是费米坐标, 下同), 并利用这种

参数化方法及κ对称性得到和简化该空间中的卡当

1-form以及相应的作用量[7, 8]. 这项工作非常重要, 但

是他们的参数化方法运算过于繁琐, 使理论上的透

明度受到影响. 本文提出了另一种方法来对超群进行

KRR参数化[9], 即令群元G(x,y,θ) = g1(θ)g2(x)g3(y),

相对前一种参数化方法采用这种参数化方法会使运算

大为简化, 概念上也更为清晰. 本文采用这种参数化

方法首先详细分析了AdS5⊗S1空间中的情况, 再给出

了AdS5⊗S5空间中的结果, 最后用类比的方法给出

AdS2⊗S2空间中的具体结果, 其中AdS5⊗S5的结果

与KRR参数化的结果是一致的.

2 公式和一些约定

2.1 重要公式

如果g是群元, A是相应的代数, 它们之间满足关

系：g =eA, 则群空间的流为

g−1dg = dA+
1
2!

[dA, A]+
1
3!

[
[dA, A],A

]
+

1
4!

[
[[dA, A], A],A

]
+ · · · · · · , (1)

若两个矩阵或群元A, B不对易, 那么

e−BAteB =At +[At, B]+
1
2!

[[At, B], B]+

1
3!

[[[At, B], B], B]+

1
4!

[
[[[At, B], B], B], B

]
+ · · · · · · . (2)

如果A在B的伴随(adjoint)表示中为: [At, B] = AtM ,
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写成分量形式就是: [Ai, B] = AjMji, 则

e−BAteB =AteM . (3)

2.2 约定

2.2.1 AdS5⊗S1背景中

AdS5⊗S1背景中的超弦可以用SU(2,2|2)陪集模

型来描写, 在这种背景中, 用到的字母及其取值范围,

意义如下
[10]:

a,b = 0,1,2,3,4是 so(4,1)的向量指标 (AdS5空

间), a′, b′ =1,2,3是so(3)的向量指标(S3空间), α, β =

1,2,3,4是so(4,1)的旋量指标, α′,β′ = 1,2是so(3)的

旋量指标, I,J,K,L = 1,2是另一个刻划旋量的指标,

因此, 一共有16个独立的旋量.

so(4,2)和so(3)Clifford代数的生成元是4× 4的

矩阵γa和2×2的σa′且有以下关系

{γa,γb}= 2ηab, ηab =(−++++),

{σa′ ,σb′}= 2ηa′b′ , ηa′b′ =(+++),
(4)

16×16的Dirac矩阵Γ a,Γ a′ ,Γ和相应的电荷共轭矩阵

C定义为

Γ a =σ2⊗γa⊗1, Γ a′ =1⊗1⊗τa′ , Γ =σ2⊗1⊗1,

C =σ2⊗c⊗c′, Γ ab =
1
2
[Γ a,Γ b]. (5)

c,cγa, c′为反称矩阵, cγab, c′τa′为对称矩阵, τa′ =

−iσa′ ,σ2,σa′是泡利矩阵, c = (cαβ)和 c′ = (cα′β′)是

so(4,2)和so(3) Clifford代数的电荷共轭矩阵. 在上

述的直乘表示中, 第一个2× 2的矩阵σ2是对应于

I,J,K,L的指标的.

2.2.2 AdS5⊗S5背景

AdS5⊗S5超弦是靶空间为
SU(2,2|4)

SO(4,1)×SO(5)
的σ

模型, 它的一系列约定[6]:

a,b = 0,1,2,3,4是 so(4,1)的向量指标 (AdS5

空间), a′, b′ = 1,2,3,4,5是 so(5)的向量指标 (S5

空间), α,β,γ,δ = 1,2,3,4是 so(4,1)的旋量指标,

α′,β′,γ′, δ′ = 1,2,3,4是so(5)的旋量指标, I,J,K,L =

1,2是另一个刻划旋量的指标, 共有32个独立的旋量;

{γa,γb}= 2ηab, ηab =(−++++),

{γa′ ,γb′}= 2ηa′b′ , ηa′b′ =(+++++),
(6)

Γ a = σ2⊗γa⊗1, Γ a′ =σ2⊗1⊗γa′ ,

C = σ2⊗c⊗c′, Γ ab =
1
2
[Γ a,Γ b].

(7)

c, cγa, c′, c′γa′为反称矩阵, cγab, c′γa′b′为对称矩阵,

该空间中这些字母的意义也可以类比AdS5⊗S1, 不再

赘述.

2.3 AdS2 ⊗S2背景

AdS2⊗S2弦
[11]
是靶空间为

SU(1,1|2)
SO(1,1)×SO(2)

的

σ模型, 与AdS5 ⊗ S5弦结构一致, 只是在维数上不

同, 对AdS5⊗S5弦来说, AdS2⊗S2弦更简单, 参数

化的时候更容易处理. 描述AdS2 ⊗ S2弦的代数是

su(1,1|2), 如果用γa,γ
a, c,γa′ ,γ

a′ , c′代替文献[11]中

iγaγ,−iγγa,−cγ,−γa′ ,−γa′ , c′, 并且与这些矩阵相关

的一些量也做相应的替换, 那么就可得到它的代数

对易关系与AdS5⊗S5弦的代数对易关系相同
[6], 因

此该空间中的字母及指标的约定也与AdS5 ⊗S5弦

类似, 只要用AdS2,S
2,so(1,1),so(2)代替AdS5 × S5

空间中的AdS5,S
5,so(4,1),so(5), 取值范围a,b=0, 1,

a′, b′ = 1, 2, α,β,γ,δ = 1, 2,度规矩阵为2× 2矩阵,

c,cγa, c′, c′γa′为对称矩阵, cγab, c′γa′b′为反称矩阵. 除

此之外, 其余约定均与AdS5⊗S5空间一致.

在同一背景空间中, θ和Q均指的是有相同分量

的旋量, x和y也应当是各自空间的矢量, 通常情况

下, 这4个量都应当用带箭头的量来表示, 但为了书写

方便, 就用不带箭头的θ, Q, x, y来表示旋量和矢量,

θ̃, Q̃也表示旋量. 对Majorana旋量Majorana条件为:

Ψ = Ψ tC. 本文中如无特殊说明重复指标均表示求和.

在S背景中的带撇的阿拉伯数字其实就是不带撇的阿

拉伯数字, 只是为了与AdS空间区分开才带上撇的.

3 AdS5⊗S1空间中的参数化

3.1 su(2,2|2)代数

AdS5⊗S1上的Green-Schwarz超弦是一个靶空间

为
SU(2,2|2)

SO(4,1)×SO(3)
的σ模型, 它的整体对称性由超

群SU(2,2|2)来描述, 对应的代数是su(2,2|2), 它的代

数对易关系是
[10]

[P̂a, P̂b] = Jab, [P̂a,Jbc] = ηabP̂c−ηacP̂b,

[Ta′ ,Tb′ ] = εa′b′c′Tc′ ,

[Jab,Jcd] = ηadJbc +ηbcJad−ηacJbd−ηbdJac,
[
P̂a,Q

t
]
=

1
2
QtΓa, [R,Qt] =

i

2
QtΓ,

[Jab,Q
t] =

1
2
QtΓab, [Ta′ ,Q

t] =
1
2
QtΓa′ ,

[QIαα′ ,QJββ′ ] = δIJ [−2i(cγa)αβcα′β′ P̂a+

2cαβcα′β′R]+εIJ [(cγab)αβcα′β′Jab−
4cαβ(c′τa′)α′β′Ta′ ]. (8)
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3.2 具体参数化方案

设超群SU(2,2|2)的群元为G(x,y,θ), x,y分别是

AdS5和S1空间中的玻色坐标, θ是费米坐标. GS

超弦的AdS5 ⊗ S1理论的陪集有玻色参量6(5(AdS5

部分)+1(S1部分))个和费米参量 16个 (θ1和 θ2各 8

个), 由于κ对称性, 其中有8个多余的费米参量, 所

以陪集模型只需选剩下的8个自由的费米参量即

可. 将su(2,2|2)代数中AdS5部分的生成元 P̂a, Jab按

Pa = P̂a−Ja4(a = 0,1,2,3)重新组合成Pa, P̂4,Jab, 可

以证明P0,P1,P2,P3互相对易但与 P̂4不对易, 即

[Pa,Pb] = 0, [P̂4,Pa] = Pa. (9)

Pa对Qt的adjoint作用(对易关系)为

[Qt,Pa] = Qt

(
−1

2
Γa +

1
2
Γa4

)
. (10)

因为

(
− 1

2
Γa +

1
2
Γa4

)2

= 0, 所以Pa对Qt的伴随作用

是幂零的.

令陪集代表元为

G(x,y,θ)= g1(θ)g2(y)g3(x)= eθtQeyRexaPaeρP̂4 , (11)

g1(θ) = eθtQ是含有费米参量的部分, g2(y) = eyR是S1

部分, g3(x) = exaPaeρP̂4是AdS5部分, R = e−ρ, R是

S1球的半径. 因此, AdS5⊗S1弦的流为

G−1(x,y,θ)dG(x,y,θ)= g−1
3 (x)g−1

2 (y)g−1
1 (θ)dg1(θ)×

g2(y)g3(x)+g−1
2 (y)dg2(y)+g−1

3 (x)dg3(x). (12)

应用 (2), (3), (9)式可得到

g−1
2 (y)dg2(y)= e−yR deyR =e−yR eyR dyR =dyR,

(13)

g−1
3 (x)dg3(x) = e−ρdxaPa +dρP̂4 =

e−ρ dxa(P̂a−Ja4)+dρP̂4. (14)

引入投影算子: P± =
1±Γ4

2
, 它有性质

Γ4P± = ±P±, P 2
± =P±, P t

± =P∓,

P+ +P− = 1, P+P− =P−P+ =0.
(15)

定义: Q+
Iαα′ = QJµµ′(P+)JI,µα,µ′α′ , 即Q+

Iαα′ = QP+,

它与 P̂4的对易关系为

[Q+
Iαα′ , P̂4] =−1

2
Q+

Iαα′ , (16)

类似可定义: Q−
Iαα′ = QJµµ′(P−)JI,µα,µ′α′ , 同样有:

[Q−
Iαα′ , P̂4] =

1
2
Q−

Iαα′ .

考虑费米参量θIαα′ , 它是有16个分量的旋量 (即

I = 1,2; α = 1,2,3,4; α′ = 1,2), 令θ = (P+ +P−)θ =

P+θ+P−θ = θ+ +θ−, 投影算子P+与P−将有16个分

量的旋量θ分成各为8个分量的两部分, 模型所具有的

κ对称可导致8个多余的费米自由度, 因此, 可以取规

范固定, 令P−θ = θ− = 0, 即16个分量中的8个为零,

也就是Γ4θ = θ, θ = P+θ≡ θ+, 这样, 这个动力学系统

就完全确定了, 那么有

θIαα′QIαα′ =θtQ=−Qtθ =−Qtθ+−Qtθ− = θt
+Q=

θIαα′
+ QIαα′ =−Q+t

θ = θIαα′Q+
Iαα′ ,

(17)

即g1(θ) = exp(θIαα′Q+
Iαα′) = exp(θIαα′

+ QIαα′), 由 (1)

式可得到它的流

g−1
1 (θ)dg1(θ)= dθIαα′Q+

Iαα′−
1
2!

dθIαα′θJββ′×

{Q+
Iαα′ ,Q

+
Jββ′}−

1
3!

(dθIαα′θJββ′θKγγ′)×

[{Q+
Iαα′ ,Q

+
Jββ′},Q+

Kγγ′ ]+ · · · · · · , (18)

应用 (16)式可得到上式的每一项中的生成元与 P̂4对

易的本征值, 第一项应为−1
2
, 第二项应为−1, 第三项

为−3
2
, · · · · · · , 但是在李超代数的所有生成元中没有

本征值比−1更小的, 所以 (18)式从第三项开始就只

能为零了, 只有前两项不为零, 这就是KRR规范固定

方法的优点.

因为dθIαα′Q+
Iαα′ = dθIαα′

+ QIαα′ , dθ也跟 θ一样

16个分量中只有8个是独立的, 其余分量是这8个分

量的线性组合, 所以可将 (18)式写成以下形式

g−1
1 (θ)dg1(θ)=dθIαα′

+ QIαα′+
1
2
θJββ′
+ dθIαα′

+ {QIαα′ ,QJββ′}. (19)

在所取的规范固定之下, 陪集代表元就成为

G(x,y,θ)= g1(θ)g2(y)g3(x)= eθt
+QeyRexaPaeρP̂4 ,

(20)

其中g1(θ) = eθt
+Q是κ规范固定后的费米部分. 将上

式和 (19)式代入 (12)式求AdS5⊗S1模型上的流, (13)

式和 (14)式已分别算出了 (12)式的第二项和第三项,

现在只需求出第一项就可得到 (12)式的明显表达式.

(12)式的第一项中 g−1
1 (θ)dg1(θ)的形式就是 (19)式,

要计算这一项可直接将g−1
3 (x)g−1

2 (y)和g2(y)g1(x)作

用在 (19)式上应用2.1所述的规则以及 (8), (10)式计

算, 在计算的过程中, 主要是群元中的偶元对奇元Q

的作用, 而对费米参量θ没有作用可将其直接提到式
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子前面去, 计算过程如下

g−1
2 (y)Qtg2(y)=e−yRQteyR =Qte−

i
2 yΓ , (21)

g−1
3 (x)Qtg3(x)=e−ρP̂4e−xaPaQtexaPaeρP̂4 =

Qte−
1
2 ρΓ4e−

1
2 xaΓa(1−Γ4) =

Qte−
1
2 ρΓ4

[
1− 1

2
xaΓa(1−Γ4)

]
,

(22)

结合以上两式得到

g−1
3 (x)g−1

2 (y)Qtg2(y)g3(x)=

Qte−
1
2 ρΓ4

[
1− 1

2
xaΓa(1−Γ4)

]
e−

i
2 yΓ =QtM, (23)

这里

M =e−
1
2 ρΓ4

[
1− 1

2
xaΓa(1−Γ4)

]
e−

i
2 yΓ = e1e2e3,

e1 =e−
1
2 ρΓ4 ,

e2 =1− 1
2
xaΓa(1−Γ4),

e3 =e−
i
2 yΓ .

用这些记号可将 (23)式简单标记, 将其分量式写出并

记为 Q̃Iαα′ , 即

g−1
3 (x)g−1

2 (y)QIαα′g2(y)g3(x)=

QJββ′(e1e2e3)JI,βα,β′α′ ≡ Q̃Iαα′ . (24)

因此, (12)式的第一项就可表示为

dθIαα′
+ Q̃Iαα′ +

1
2
θJββ′
+ dθIαα′

+ {Q̃Iαα′ , Q̃Jββ′}=

d̃θ
Iαα′

+ QIαα′ +
1
2
θ̃Jββ′
+ d̃θ

Iαα′

+ ×
{
δIJ [−2i(cγa)αβcα′β′ P̂a +2cαβcα′β′R]+

εIJ [(cγab)αβcα′β′Jab−4cαβ(c′τa′
α′β′)Ta′ ]

}
. (25)

可以看出上式中记: Mdθ+ ≡ d̃θ+, Mθ+ ≡ θ̃+, 但

d̃θ+ 6=d(θ̃+).

下面来研究可使上式简化的一些性质.

1) e2P+ =
[
1− 1

2
xaΓa(1−Γ4)

]
•
1
2
(1+Γ4)= P+;

2) 因P+, Γ4与e1和e3都对易并且P+dθ+ = dθ+,

所以: P+d̃θ+ = d̃θ+, Γ4d̃θ+ = d̃θ+, 同理有: P+θ̃+ =

θ̃+, Γ4θ̃+ = θ̃+.

应用这些性质 (25)式可变为

g−1
3 (x)g−1

2 (y)g−1
1 (θ)dg1(θ)g2(y)g3(x)=

d̃θ
Iαα′

+ QIαα′− iθ̃+Γ ad̃θ+P̂a + θ̃+Γ d̃θ+R+

i
2
θ̃+Γ abd̃θ+Jab−2iθ̃+Γ a′ d̃θ+Ta′ , (26)

考虑c和c′都是反称矩阵, 而且有

γa = c−1γat

c,τa′ =−c′
−1

τa′tc′, (27)

所以

Ct = −C, Γ a =−C−1Γ at
C, Γ =−C−1Γ tC,

Γ ab = −C−1Γ abt
C, Γ a′ =−C−1Γ a′tC.

(28)

因此对Majorana旋量Ψ有

MΨ =ΨM−1, Ψ+ =P+Ψ+ =Ψ+P−. (29)

如果ϕ也是旋量, A为一矩阵, 当 [Γ4,A] = 0时

Ψ+Aϕ+ =Ψ+P−AP+ϕ+ =Ψ+AP−P+ϕ+ =0, (30)

在所讨论的问题中, 矩阵A可以取Γ4, Γ a′ , Γ , Γ ab

(a,b=0,1,2,3), 即

[Γ4,Γ4] = [Γ4,Γ
a′ ] = [Γ4,Γ ] = [Γ4,Γ

ab] = 0, (31)

(26)式就简化为

g−1
3 (x)g−1

2 (y)g−1
1 (θ)dg1(θ)g2(y)g3(x)=

d̃θ
Iαα′

+ QIαα′− iθ̃+Γ ad̃θ+P̂a +iθ̃+Γ a4d̃θ+Ja4 =

d̃θ
Iαα′

+ QIαα′− iθ̃+Γ ad̃θ+P̂a +iθ̃+Γ ad̃θ+Ja4, (32)

其中a=0,1,2,3. 因为

e−1
1 Γ a =Γ ae1, e2P+ =P+, (33)

所以

MΨ+Γ aMϕ+ =MΨ+Γ a4Mϕ+ =e−ρΨ+Γ aϕ+, (34)

因此, (32)式可写成

g−1
3 (x)g−1

2 (y)g−1
1 (θ)dg1(θ)g2(y)g3(x)=

d̃θ
Iαα′

+ QIαα′− ie−ρθ+Γ adθ+P̂a +ie−ρθ+Γ adθ+Ja4,

(35)

上式结合 (13)式, (14)式就给出了 (12)式的最简表达

形式, 即

G−1(x,y,θ)dG(x,y,θ)= d̃θ
Iαα′

+ QIαα′−
ie−ρθ+Γ adθ+P̂a +ie−ρθ+Γ adθ+Ja4+

dyR+e−ρdxa(P̂a−Ja4)+dρP̂4. (36)

陪集空间中的流又可以表示成

L = G−1(x,y,θ)dG(x,y,θ)≡LaP̂a +LRR+
1
2
LabJab +La′Ta′ +LIαα′QIαα′ . (37)
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La,LR,Lab,La′ ,LIαα′是Cartan 1-form. 对比 (36)式

和 (37)式, 可以得到

La = e−ρ(dxa− iθ+Γ adθ+), L4 =dρ, LR =dy,

La4 = e−ρ(iθ+Γ adθ+−dxa), Lab =0, La′ =0,

LIαα′ = d̃θ
Iαα′

+ =(Mdθ+)Iαα′ , L=Mdθ+.

(38)

3.3 Maurer-Cartan方程

在文献 [10]中, AdS5 ⊗ S1弦所满足的Maurer-

Cartan方程为

dLa = −Lb∧Lba− iL
I
γa∧LI ,

dLR = L
I ∧LI ,

dLI =
i
2
εIJ(Laγa +iLR)∧LJ−

1
4
(Labγab +2La′τa′)∧LI ,

· · ·

(39)

在本文的约定下, 以上的方程就应当改写为

dLa = −Lb∧Lba− iLΓ a∧L,

dLR = LΓ ∧L,

dL= −1
2
LaΓ a∧L− i

2
LRΓ ∧L−

1
2
La4Γ a4∧L− 1

2
La′Γ a′ ∧L,

· · ·

(40)

以下举例来检验 (38)式的Cartan 1-form是否满足

(40)式所述的Maurer-Cartan方程, 将对 (38)式的La,

L4, La4, Lab, LR, L求外微分得到的式子与将其代入

(40)式得到的式子比较,如果二者相等,则证明(40)式

的Maurer-Cartan方程成立, 否则就不成立.

当a 6=4时, 对La的外微分为

dLa =−e−ρdρ∧(dxa− iθ+Γ adθ+)− ie−ρdθ+Γ a∧dθ+,

(41)

将 (38)式代入 (40)式得到

dLa =−Lb∧Lba− iLΓ a∧L=−L4∧L4a− iLΓ a∧L=

−dρe−ρ∧(dxa− iθ+Γ adθ+)− ie−ρdθ+Γ a∧dθ+.

(42)

很显然 (41)式和 (42)式是相等的, 也就是说当a 6=4时

(40)式的第一式是成立的, 同理可证明a = 4时这个式

子也是成立的, 因此 (40)式的第一式成立.

又知dLR = d(dy) = 0, 因为Γ , Γ a, Γ 4与Γ是对

易的, 而M又是Γ a, Γ 4和Γ的函数, 所以Γ也和M是

对易的, 再应用θ+的性质, 就可得到

dLR =LΓ ∧L=Mdθ+Γ ∧Mdθ+ =dθ+Γ ∧dθ+ =0.

(43)

因此 (40)式的第二式也成立.

现在来检验 (40)式的第三式是否成立. 我们知道

L=Mdθ+,dL=dM ∧dθ+ =dMM−1∧Mdθ+, (44)

dMM−1的计算如下

dMM−1 = de1e
−1
1 +e1de2e

−1
2 e−1

1 +de3e
−1
3 ,

de1e
−1
1 = −1

2
L4Γ4,

e1de2e
−1
2 e−1

1 = −1
2
(LaΓa +La4Γa4)+

i
2
e−ρθ+Γ adθ+(Γa4−Γa)≡

−1
2
(LaΓa +La4Γa4)+∆f ,

de3e
−1
3 = − i

2
LRΓ,Γ4Mdθ+ =Mdθ+,

(45)

所以

dL=dMM−1∧Mdθ+ =−1
2
L4Γ4∧L−

1
2
(LaΓa +La4Γa4)∧L+∆f ∧L− i

2
LRΓ ∧L,

(46)

由 (45)式的最后一式可证明∆f ∧L = 0, 将这个结果

带入 (46)式, 便有

dL=dMM−1∧Mdθ+ =−1
2
L4Γ4∧L−

1
2
(LaΓa +La4Γa4)∧L− i

2
LRΓ. (47)

因为La′ = 0, 所以上式与 (40)式的第三式相等, 即

(40)式的第三式成立.

到此为止就检验了在我们所取的参数化下得到的

beins和联络满足Maurer-Cartan方程.

3.4 作用量

下面给出在这种参数化下的SU(2,2|2)陪集模型

的作用量. 作用量S为
[10]

S =Skin +SWZ, (48)

Skin =− 1
2

∫√−g gij(La
i L

a
j +L4

i L
4
j +LR

i LR
j )d2σ =

− 1
2

∫√−g gijR2(∂i x
a− iθ+Γ a ∂i θ+)×

(∂j xa− iθ+Γ a ∂j θ+)d2σ−
1
2

∫√−g gij

(
∂i R

R
•
∂j R

R
+∂i y ∂j y

)
d2σ, (49)
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球坐标下的二维平面上半径为R的圆上的点的坐

标可表示为

t1 =Rcosy, t2 =R siny, (50)

则

dt1 =dRcosy−R sinydy, dt2 =dR siny+Rcosydy,

(51)

设圆上的法线方向为n = (cosy,siny) = (n1,n2), 所

以: tj =Rnj , 有(注意LR =dy)

dtj =dRnj +R
∂nj

∂y
dy =R

(
Nj2

dR

R
+Nj1L

R

)
, (52)

其中: Nj2 = nj , Nj1 =
∂nj

∂y
, 易得: NjkNjk′ = δkk′ , 即

N是一个正交的2×2的矩阵.

dtj在微分底流形上的分量为

(dtj)σα =R

[
Nj2

(
dR

R

)

σα

+Nj1L
R
σα

]
, (53)

两个分量的乘积为

(dtj)σβ (dtj)σα =R2

[(
dR

R

)

β

(
dR

R

)

α

+LR
β LR

α

]
,

(54)

所以(
dR

R

)

β

(
dR

R

)

α

+LR
β LR

α =
1

R2
(dtj)β(dtj)α, (55)

因此

Skin =− 1
2

∫√−g gijR2(∂i x
a− iθ+Γ a ∂i θ+)×

(∂j xa− iθ+Γ a ∂j θ+)d2σ−
1
2

∫√−g gij 1
R2

(∂i tl ∂j tl)d2σ. (56)

作用量的Wess-Zumino项为[10]

SWZ =−2
∫
L

1∧L2, (57)

在本文的约定下为

SWZ =−
∫
L(−iσ3⊗1⊗1)∧L, (58)

应用e1,e2,e3之间以及它们与−iσ3⊗1⊗1, dθ+之间的

关系, 可得到

SWZ =−
∫
Rdθ+(cosy+iΓ siny)(−iσ3⊗1⊗1)∧dθ+,

(59)

引入新的参数: Γ̂1 =−σ1⊗γ4⊗1, Γ̂2 =(iσ1⊗1⊗1), 用

这两个参数与 t, SWZ为

SWZ =−
∫
dθ+(t1Γ̂1 + t2Γ̂2)∧dθ+, (60)

分部积分之后

SWZ =
∫
εijθ+ ∂i t

lΓ̂l ∂j θ+d2σ. (61)

因此

S =Skin +SWZ =

− 1
2

∫√−g gijR2[(∂i x
a− iθ+Γ a ∂i θ+)×

(∂j xa− iθ+Γ a ∂j θ+)]d2σ−
1
2

∫√−g gij 1
R2

(∂i t
l ∂j tl)d2σ+

∫
εijθ+ ∂i t

lΓ̂l ∂j θ+d2σ. (62)

这就是AdS5⊗S1弦在采用的参数化下的作用量形式,

对该作用量取变分便可得到这种弦的运动方程

∂i(
√−g gijLa

j )+
√−g gijLab

i Lb
j+

iεijLiΓ
a(σ3⊗1⊗1)Lj =0, (63)

∂i(
√−g gijLR

j )−εijLiΓ (σ3⊗1⊗1)Lj =0, (64)

[
√−g gijLa

i Γ
a−εij(L4

i Γ
4 +iLR

i Γ )(σ3⊗1⊗1)]Lj =0,

(65)

La
i L

a
j +LR

i LR
j −

1
2
gijg

kl(La
kL

a
l +LR

k LR
l )= 0. (66)

(63), (64)两式是对作用量取xa, ρ和y变分得到的, 它

们与规范固定以前的方程是一致的, 然而对θ的变分

给出的方程 (65)却与规范固定前的不同, 这是由于超

弦规范固定时费米自由度少了一半, 相当于原方程前

面加投影算子P−以后的结果, 关于这个情况, 我们今

后还要进一步讨论. 作用量对gij的变分得到的方程

仍然是与规范固定前一致, 即 (66)式, 这就是Virasoro

约束方程.

4 AdS5⊗S5弦

这个模型的对称性由su(2,2|4)代数来描写, 它与

AdS5⊗S1的AdS部分完全一致, 所不同的只是S部分

的维数不同, 因此参数化的时候也只有S部分有差异,

AdS5⊗S5比AdS5⊗S1稍微复杂一些, 但是处理的方

法大体一致,下面不做详细推导只给出AdS5⊗S5的结

果, 这个结果与KRR的结果是一致的[4, 7].

MT模型由玻色参量5+5个, 费米参量32个, 由

于κ对称性, 可令16个费米参量为零[6], 因而, 可令它
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的陪集代表元为

G(x,y,θ) = g1(θ)g2(y)g3(x)=

eθt
+Q

4∏
a′=1

eya′Ja′a′+1ey5P̂5′ exaPaeρP̂4 , (67)

式中g1(θ) = eθt
+Q是κ规范固定后的费米部分, θ+ =

1
2
(1 + Γ4)θ+; g2(y) =

4∏
a′=1

eya′Ja′a′+1ey5P̂5′是S5部分,

g3(x)= exaPaeρP̂4是AdS5部分. 该模型的流为

G−1(x,y,θ)dG(x,y,θ)=

g−1
3 (x)g−1

2 (y)g−1
1 (θ)dg1(θ)g2(y)g3(x)+

g−1
2 (y)dg2(y)+g−1

3 (x)dg3(x). (68)

由su(2,2|4)代数的对易关系[6]
及Γ矩阵的性质可得

到

g−1
3 (x)g−1

2 (y)g−1
1 (θ)dg1(θ)g2(y)g3(x)= d̃θ

Iαα′

+ QIαα′−

ie−ρθ+

3∑
a=0

Γ adθ+P̂a +ie−ρθ+

3∑
a=0

Γ adθ+Ja4,

g−1
2 (y)dg2(y)=

5∑
a′=1

5∏
k=a′+1

sinykdya′ P̂a′+

5∑

a′�b′

b′−1∏
k=a′+1

sinyk cosyb′dya′Ja′b′ , (69)

g−1
3 (x)dg3(x)= e−ρdxaPa +dρP̂4 =

e−ρdxa(P̂a−Ja4)+dρP̂4.

流的具体表达式为

G−1(x,y,θ)dG(x,y,θ)= d̃θ
Iαα′

+ QIαα′−

ie−ρθ+

3∑
a=0

Γ adθ+P̂a +ie−ρθ+

3∑
a=0

Γ adθ+Ja4 +

5∑
a′=1

5∏
k=a′+1

sinykdya′ P̂a′ +

5∑

a′�b′

b′−1∏
k=a′+1

sinyk cosyb′dya′Ja′b′ +

e−ρdxa(P̂a−Ja4)+dρP̂4. (70)

又知AdS5⊗S5空间中的流还可表示为

L = G−1(x,y,θ)dG(x,y,θ)≡LaP̂a +La′ P̂a′ +
1
2
LabJab +

1
2
La′b′Ja′b′ +LIαα′QIαα′ , (71)

所以

La =e−ρ(dxa− iθ+Γ adθ+), L4 =dρ,

La4 =e−ρ(iθ+Γ adθ+−dxa), Lab =0,

La′ =
5∏

k=a′+1

sinykdya′ , La′b′ =
b′−1∏

k=a′+1

sinyk cosyb′dya′ ,

(72)

L=d̃θ+ =Mdθ+,

M =e−
1
2 ρΓ4

[
1− 1

2
xaΓa(1−Γ4)

]
×

e−
i
2 y5Γ5′

1∏
a′=4

e−
1
2 ya′Γa′a′+1

检验它们是否满足以下Maurer-Cartan方程:

AdS5部分为

dLa = −Lb∧Lba− iLΓ a∧L,

dLab = −La∧Lb−Lac∧Lcb +iLΓ ab∧L,
(73)

因为LΓ a′ ∧L=LΓ a′b′ ∧L=0, S5部分为

dLa′ = −Lb′ ∧Lb′a′ ,

dLa′b′ = La′ ∧Lb′−La′c′ ∧Lc′b′ ,

dL = −1
2
LaΓ a∧L− i

2
La′Γ a′ ∧L−

1
2
La4Γ a4∧L− 1

4
La′b′Γ a′b′ ∧L. (74)

经检验, 这些式子都成立, 因此参数化的结果是满足

Maurer-Cartan方程的.

同样, 还可以得到这种超弦模型的作用量的参数

化形式

S =Skin+SWZ =−1
2

∫√−g gijR2[(∂i x
a− iθ+Γ a ∂i θ+)×

(∂j xa− iθ+Γ a ∂j θ+)+
1

R2
∂i tl ∂j tl]d2σ+

∫
εijθ+ ∂i tlΓ̂l ∂j θ+d2σ. (75)

上式中R = e−ρ是S5球面的半径, l = 0,1, · · · ,6,

Γ̂j′ = iσ1 ⊗ 1 ⊗ γj′(j′ = 1, · · · ,5)是S5部分, Γ̂6 =

−σ1⊗γ4⊗1; tl = R
5∏

k=l

sinyk cosy(l−1) (l = 2,3,4,5,6),

t1 = R
5∏

k=1

sinyk,
6∑

l=1

t
2

l = R2, t = (t6, t5, t4, t3, t2, t1)

是 6维空间半径为R的 5维球面上的点, 当R固定

时嵌入到 6维平直空间中的 5维球面上的点可由

(y1,y2,y3,y4,y5)来刻划.

这就是KRR的结果[4, 7], 只是关于θ+的定义的不

同, 而本文的推导要比他们简单明了.
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5 AdS2⊗S2弦

按照本文的约定, 可以得到AdS2 ⊗ S2弦与

AdS5⊗S5弦的代数对易关系式是相同的, 因此应用这

代数对易关系式得到的beins和联络, Maurer-Cartan

方程以及作用量等都相同, 只是相应指标的取值范围

不同. 以下简略给出这种模型上的结果.

模型上的陪集代表元为

G(x,y,θ) = g1(θ)g2(y)g3(x)=

eθt
+Qey1J1′2′ ey2P̂2′ ex0P0eρP̂1 , (76)

流为

G−1(x,y,θ)dG(x,y,θ)=

g−1
3 (x)g−1

2 (y)g−1
1 (θ)dg1(θ)g2(y)g3(x)+g−1

2 (y)dg2(y)+

g−1
3 (x)dg3(x)= d̃θ

Iαα′

+ QIαα′− ie−ρθ+Γ 0dθ+P̂0+

ie−ρθ+Γ 01dθ+J01 +dy1(cosy2J1′2′ +siny2P̂1′)+

dy2P̂2′ +e−ρdx0(P̂0−J01)+dρP̂1 =LaP̂a +La′ P̂a′+

1
2
LabJab +

1
2
La′b′Ja′b′ +LIαα′QIαα′ . (77)

所以

L0 = e−ρ(dx0− iθ+Γ 0dθ+), L1 =dρ,

L1′ = dy1 siny2, L2′ =dy2,

L01 = e−ρ(iθ+Γ 0dθ+−dx0),

L1′2′ =dy1 cosy2,

L= Mdθ+,

M = e− 1
2 ρΓ4

[
1− 1

2
x0Γ0(1−Γ1)

]
×

e− i
2 y2Γ2′ e− 1

2 y1Γ1′2′ .

(78)

要检验它们是否满足Maurer-Cartan方程, 只要

检验

dLa = −Lb∧Lba− iLΓ a∧L,

dLab = −La∧Lb +iLΓ ab∧L,

dLa′ = −Lb′ ∧Lb′a′ ,dLa′b′ =La′ ∧Lb′ ,

dL= −1
2
LaΓ a∧L− i

2
La′Γ a′ ∧L−

1
4
LabΓ ab∧L− 1

4
La′b′Γ a′b′ ∧L.

(79)

经检验, 这些式子都满足. 因此, 参数化的结果是自洽

的.

该模型的作用量在这种参数化下可写成

S =Skin +SWZ =−1
2

∫√−g gijR2×

[(∂i x
0− iθ+Γ 0 ∂i θ+)(∂j x0− iθ+Γ 0 ∂j θ+)+

1
R2

∂i t
l ∂j tl]d2σ+

∫
εijθ+ ∂i t

lΓ̂l ∂j θ+d2σ. (80)

式中R = e−ρ是S2球的半径, l = 1,2,3, Γ̂j′ =

iσ1⊗ 1⊗γj′ (j′ = 1,2)是S2部分, Γ̂3 = −σ1⊗γ1⊗ 1;

t1 = R siny2 siny1, t2 = R siny2 cosy1, t3 = Rcosy2,
6∑

l=1

t2l = R2, t = (t3, t2, t1)是3维空间半径为R的2维球

面上的点, 当R固定时嵌入到3维平直空间中的2维球

面上的点可由 (y1,y2)来刻划.

6 讨论

本文提出了一种与Kallosh, Rahmfeld, Rajara-

man, 吕洪等所采用的具体方法不同的参数化方法,

得到与KRR参数化一致的结果, 采用这种参数化将

会使超弦模型的一系列运算更简单, 同时还利用超弦

模型所具有的κ对称性对其卡当1-form和作用量等进

行简化. 文中, 以超弦中3种典型的模型 (AdS5⊗S1,

AdS5⊗S5, AdS2⊗S2)为例来充分说明这种参数化的

方法和结果.
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A New KRR Parametrising Method of Superstring Models of

AdS5⊗S1, AdS5⊗S5 and AdS2⊗S2 *

CAI Xiao-Lin1) WANG Xiao-Hui WANG Zhan-Yun SONG Pei SHI Kang-Jie

(Institute of Modern Physics, Northwest University, Xi’an 710069, China)

Abstract A new KRR parametrizing method of three typical superstring models of AdS5⊗S1, AdS5⊗S5 and AdS2⊗S2

is given, and combining with κ symmetry they have, their Cartan 1-forms, Maurer-Cartan equations, actions and motion

equations are given.
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