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¬ L iouvi lllle £ Í « · â

î ½ª Ô ø Ø í

ª ª Ë Ã Lm mv- Saveliev ú ý Ö ö ½¨ Í Drinfeld- Sob lov ¹ ì Ö ð ø ö

¬ ­ ä Î ½ Í Ö ¿ Î ½ ¬ IdiotM lle £ Í « · â .

Ø ü ¼ ¬ Liotwille £ Í ¬ ú ý ² Î ¡ Û

1 ý Ô

LiOLIvine ½ Ì Ç þ ¬ É ý £ Í Í ½ ¬ ² Î ¡ Û Ä ä Í ¶ ý . ü » ö ß Ð ¼Ã Ä É ý
Ô , ¬ ± ë ¢ Ö ¸ Î Í ½ ¬ ý ¦ ¼ ß Ð Ü Ð Ø µ [1] , ä ¨ â ü Ç ß Ð ì ª Ä Ï Ó Î ½ .

¬ L iouviUe £ Í Ç Liouvine £ Í Ä ¬ Ô ÆÆã , ü Ì Ð Ë L iouvale £ Í Ä Ü à ô Ô [2] .

î ø û Ä Ç p£lyakov Ä ¬ Ò í Û , ä Ð Ô Ñ × æ ó Í Ä Ð § í Û Ç ¨ ý ¬ Ô Æ Liotwille
½ Ì ´ è ö [3] . ¬ Liouville £ Í Ú ³ Æ ¦ § Í ¬ Ò í Û ½ æ ß Ð ® Ö Ø ª Ä ÷

Ã .

¬ Liotwille í Û Ç Ç ß Ô Ä ¬ ² Î ¡ Û . Ô ü Ä Ð ¿ Ñ ­ ø Ð Ë à ê . ý ç , Arvis
¨ ý Ô » ö Ø â ÷ ¬ ² Î ø ê ä » ø ö Ë ¬ Liotwille £ Í Ä ¨ â [4] . Babelon Ú Ë ù ¡

Ï ø Ð Ë ¿ Ó ¯ [û 71. Ô ¬ LiotM lle £ Í Ä ¿ Ó ß ç Ê â ø Ð Ë Ð ¿ ­ . ¾ Ä , « É Ã

In m v - Saveliw ú ý Ö ö ½ ¨ , è ú DHIdeld - ² kolov ¹ ì ´ ó Ã ð Liouvine £ Í ÷

Ô Ä ¨ â . Ð Ø h mov - saveliev Ö ö Í £ « (¬ ) ² Î Toda £ Í â Ä Drinfeld -- Sold ov
¹ ì Ä Ð ¿ Ñ ­ ø Ð Ë à ê [û 13] . « « â Ö ½ ¨ Ë Ã ½ ¬ É ý £ Í Ð ´ û ý . Ô ¬ Li-

01wille £ Í ø Ô , â Ö ½ ¨ È Arvis ½ ¨ ü ÷ Ô , ü Ó ü Ú Õ ¨ Liouvine â Ä Î ½ , ø Ò

ü Ý × ò à Ö ¿ ½ ¬ Ô Æ Toda £ Í Æã .

2 ¬ ÔÆ LiotMIle£ Í

î ¬ ú ý ogp ( 1 |2)Ç ¬ ú ý ï î ò ¥ Ä » Ö , ü Ç È ª » Ä å ¬ î ¬ ú ý . ü ü ¬

5 ö ú É ª | H , Ó ,e- ,E + ,E - i ,¢ä Ð H , E + ,E - Ç ß Ð Gram zzann ¼ î Æ (£ « ) Ä ,

Ó , e- Ç ß Ð Gram n81111æ Ö Æ( Ñ × ) Ä , ä ú É Ø µ ½ ç Â :
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Øp ( 1|2) Ä » É ¼ í ¾ Ô ø Ø ã Ú Ú î ß ¨ j J ¡ Ç º û ý ò ß ý ë æ ý , ¿ ö í
¾ Ä ¬ ý Ç 4j + 1, Â æ É Ã j = 1/2 , Ú â Ö é ö Â î ß ¨ Ç Gmm m m æ Ä .

î ß ¨ ¸ ¿ |Aµ° ä Ô ¼ ¸ ¿ ´ A|Ø ã ç Â :
H | Aµ = | Aµ, h | Aµ = 0 ,E J Aµ = 0.

´ A | H = ´ A U ´ A l e- = 0, ´ A | E - = 0. (2)

Â æé Ü N = 1,D = 2 ¬ Ô Æ Uotwille í Û . É Ú â ö í Û ß Ð ¼Ã Ä É ý Ô , ¨

ý ä M E pair ´ ø ö Ë ¯ ½ Ì . Ú ¬ ­ ä Î ½ Â , É Ã ¬ ø ê
Z = ( f , Ò , ý ) = ( z o,ó , ð , OJ (3)

ä Ð f Ç þ ¬ É É ò ¹ ù Õ ä ø ê . ð , 8- Ç Gram zu nn ý . Ú É Ï Õ ä ý Ë » ö ê

¿ ¡ Á(z ) Í ½ ö ý ¿ ¡ ð , ý Ú Ë ù ¡ Ï , ¨ å ê ¿ ¬ ¡
Õ = Á + 0+ ×+- 8- ×- + 0+ £- F . ´4)

¬ ­ ä ¼ ý : D¿

¬ IdiotM lle £ Í Ä In peir » ¨ å ç Â :

ä Ð @ = ÕFf . ä à Ý Ô õ þ ø ö ¬ ­ ä Î ½ Ä ¬ Liotwille ½Ì
D+D- Õ - exp( - Õ) = 0.

² É Ô» Ã ¬ ­ ä Î ½ , ± Ó Ã Ö ¿ ¡ ¨ å IAX pair :

a T = | ë + Õ + Êê i - i d l ( ? ++ E+) | T ,
L & 1 2 1 J

a T =- [Âa Õ+Â (Âd Õ)(? +E-)i T

ä Ð Õ = ÁH , ÉP¿= ×¿ Ç , tp¿= ¿ [ E¿, V J = - V ¿ Ç ¤

ä à Ý Ô õ þ ø ö Ö ¿ ¡ ½Ì
8+ 8- Á + ×+ ,b- e-' + e-2' = 0,

8+ ×- + ×+ e-' = 0, a- é++ ×- e-' = 0.

Ü Ý × é ¤ , Ö ¿ ½ Ë ¯ ½ Ì Í ¬ ­ ä Î ½ Ë ¯ ½ Ì Ç ê « È Û Ä .

~

ß Ü ï í ë Ë " í Ú Mí

[H ,e¿][ H ,H ]

[ H ,E J

[ E U E j

[ e÷ ,E ÷]

[ eÐ,E Ö]

0, Á e¿ '

H ,

0 ,

2E ¿ ,

-

-

® ¢

À2E Â'-
-

-

-

- H , (1)1E ¿,E ¿|-
-

-

-

i e¿ ,e ó }0,-
-

-

-

+ e ü ¤-
-

=à ; á« ,Ô ,Ó } =£ â ï ÉÃâ ¶ øê h = t U A =az¿

[ÂD+@+Ç (- Âa¼³ i T,

T z - [­ Õ+Ð Âd M T

D+ T =

Dþ

(5)
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3 Ö ¿ Î ½Â Ä ¬ Ddnfeld- sokolov ¹ ì

â » Ú ÷ ª ¹ ì ö ¬ L iolId le ½ Ì « · â . Ú Ø â æ ¶ Â Ò Ç ¨ å Drinfeld -

8- Q + = 0 ,
Ò µ

a+ Q - = 0 .

Sold ov ß Ô µ ³
a+ Q+= L + Q£ ,

a Q- = Q - L - '

ä Ð
L ¿= 8¿ K ¿ (Z¿) + P ÷+ E ¿,

p ¿= PÀ eó, P ¿= À [ E ¿, P ¿] = - p¿ eÀ-

K ¿ (Z ¿) = h b ¿)H , L U J Ö ð Ç Î â Ä £ « Ö ÷ ¯ ý Í ´ Ö ÷ ­ ý . P¿ ( z J Ç

Î â Ä Ñ × Ö ÷ ¯ ý Í ´ Ö ÷ ¯ ý . ª Ë Ã ½ ½ Ì Ä â , Ú î ¬ ú ý a p ( 1 |2) Ä ù ¡ Ï

ý Ë Ö ÷ ¸ ¿
Ò( Z+) = ´ A | Q+ ( Z+) , Ô z - ) = Q- ( É ) | Aµ,
e( -L ) = ´ A l h J +(ZJ Q+ ( z J , ¨ ( z j = Q- ( s j ep-hú e,. l AL

Ú Ç ¹ ì â ç Â :
e,Ø = Ò(Z+) Ê ( z ) , (8µ

eb +µEî ( É )
é + ( z ) = - ( 9 )

Ò ( É ) Ê ( z - ) '

Ò ( .z ) ñ ( z - )ý ( z ) = ? ( 1 0 )
, ( É )¾ ( z - ) .

Ï æ D Ç ÷ Ã Ú í ¾ Õ ä Ï Ä Î â £ ý Ø ó . Â æ « ¤ ÷ â · µ Ç Ö ¿ ½ Ë ¯ ½ Ì Ä

â . ¨ ý ± Ó Æã É Ã ½j :

a a- Á = 8+8- ln(Ò(zJ EMU -))

î A í ¾Ï ½Òß ÖÓÄÐ Ð ½ , G= Q+ma . ÖÚÆã A
A = ´A l Q+ ò ® l Ëµ́ A l L Q+ma L - l Aµ-

´A | Q+ñ L LJ Aµ́ A ½ + Q+m t l Aµ,
A = ´A l G | Aµ́ A l L+ ü ,- l Aµ- ´A l ´L l Aµ́ A l Lü G | Ëµ,
A = - PJ - 1́ A l G l Aµ́ ù l e+ " - l Aµ+ ´A l e+G l Aµ́ A | Ge- | Aµ| +

P+ {´A l G 1Aµ́ A l e+ GE- l Aµ- ´A l e+ G | Aµ́ A l a - l Aµ| +
P- 1́ Ë ! G l Aµ́ A l E+chJ Aµ- ´A l Ó G i Aµ́ A l ´i l Aµ| +
´Ë | G | Aµ́ Ë l E+ GE- | Ëµ- ´A l E+ G l Aµ́ A l a - | Aµ.

â ï ª ËÆã ½ã , è ª ¼ ¸ » © Ø Ú î ¬ ú ý ap ( 1 | 2) Å ¿ ý í ¾ ª ¶ .

det eb J U b --) a d zJ U b - ) }
l d A )Da s(É ) a d zJ Da a(É ) l

(eb +)EMU - ))z

(11)
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Ë , ¨ å ¨ ¬
| A µ= ee l AµÛ i Ab Ì AµÛ eJ Aµ,

´ A | = ´ A | e+Û ´ A l + ´A lg ) ´ A | e+,

| E µ= ( e- Û 1 + 2@ Ü.. ) l A µ =

E J AµÛ l Aµ - l Aµ Û É ç ç
( 1 2 )

2 e - l A µ Û e J A µ ,

´ E | = ´ A 1( e+Û 1 + 2 Û h ) °

- ´ A | E +Û ´ A | + ´ A lg ) ´ A l E ++

2´ A M +Û ´ A 1 h ¤

( H Û 1 + 1Ú H ) | A µ = l A µ, ( e+Û 1 + 1Û eJ | A µ = 0 ,

´A | ( e- Û 1 + 1 Û ej = 0, ´ A | A µ = 2. ( 13)

Ó Ï æ É Ô å þ Ø ´ ½ |AµÇ î ¬ ú ý oep ( 1|2) Ä Å ¿ ý ý ¾ Ä î ß ¨ ¬ . " p ( 1 |2) »

É ¼ í ¾ Ä î ß ¨ » ¼ » ö , ò |Aµë |Aµß Ð ß Ô Ø µ , Ò ä é » ¯ µ ý ª Ú . Ú Ç Ã

½ : | A µ = Ú | Aµ.

¨ ý Æã É Ô Ã ½ Ô Â á û :

Â ´ A l k G ) l A h ´ A | G l Aµ´ A l e+ ð l Aµ -

´ A l eÕG l A· ´ Ë | @ - l Aµ = ´ A 1G l Ë µ,

Â ´ A l r ( G ) l E µ= - ´ Ë i G l AYQ l eÉ - | Aµ +

~

Â ´E l F(G) l Aµ= - ´Ë l G l W l L ² l ËµÕ

Â ´E i r (G) | Eµ= ´A l G l ¨ l E+ ² | Aµ-

´A | E+ G l Aµ́ A l a - l Aµ+ 2 =

´A M + @- l Aµ.
â ï , r (G) = GÚ G, « Ï æÄ á û ú Ë A ý ï ½ , Í á Ã ½

A = - p+P- ´A | G l Aµ+ P+ ´A | Ge- l Aµ+
P- ´A l e+G l AM ´A l e+ @- l Aµ- 2.

í » ½æÒÇ É ÔÃ ½
(eb J EM z- ))2(ý ×- P + eä ) =

ß Ü ï í ë Ë ï í Ú 24í

´A M + G l AX A l GE, l Aµ+ 2´A | @- | Aµ =

´A | ¶h l Aµ,

´A l E+ G l Aµ́ A l @- l Aµ + 2´A l e+ G l Aµ =

´A l h G ! Aµ,

(14)

(eb J EM z- ))(e(zJ EÍ " - )) . .Ò(-h )Ê (É µ - A-



´A l ej +G l Ëµ́ A l GJ e. l Ëµ A'
- ´A l G i AA þ ' - A

PJ , ´A l G l Ah p+ ´A l @- l Aµ- P- ´A l e+ G | Aµ-

Ü l h G ! Aµ´Ë l th - i Aù ,´A l G l Aµ - A

l G l Aµ- P+ ´A | Gt l Aµ- p, ´AP+ Pm´Ë
Á Ë , Ö ¿ ½ Ë ¯ ½ Ì Ä Ú » ö â Ã ½ é ¤ , ä à ½ ö É Ã ¬ ù ½ ¨ é ¤ .

Ö Ú , Ò Ç Ø Â Ø ½ DEt deld - Sokotov ß Ô µ ³ . Ó L ¿Ä Î ½ É Ô ´ ö , Q ¿É í

ï É ç Â Î ½ :
Q+= ek+M +, Q- = M - ek- .

ä Ð , M ¿Ö ð ô Ú Øp ( 1 | 2) ù Ð ý ù ¸ ¿ Í º ù ¸ ¿ ú É Ä Ó º . ú Ë Drink id -

sottolow ß Ô µ ³ Í á Ã ½ Â æá û :
a M + M f = e-4 +( P ++ E +) =

- e-Ef+(ZJ P+ (Z+)² + e-zh {ZJ E +,

M : 18- M - = ed - (P - + E - ) =

- e-t h - }P- (z - )È + e-M-(z..µE - -

â ï , » Á î D = L M Á= t ÀeA EÂ, I ª ¥ » Ø ó , Å¿ª Î â Ä Ö ÷ Ñ × ¯ ý , 8 ¿ª Î

â Ä Ö ÷ £ « ¯ ý . Ú Ç Ã ½

e ÕÚ } - 1
J (a e+) e++ aL, A

P+ (Z+) = - a+ Å+ , p- (z - ) = - a- e-
J (a+ e+)Å++ a½8+ r J e- (8- e- ) + a- S-

î ó , Ã ½¬ UÁwille£ Í « · â
e' {s}= eh {zJ eh-UJ (1 - e+ e- - S+ 8- ) =

L1- e+e- - S+8- )
J (a h k ++ a s+J É (a . .. } + a a '

S+Å+ (Å-- h S-)J (a- e+)e++a+8+é+(z)= J (8+e+)e++8+S+- 1- eJe-- 8+8-

a- e- ´h - t S+)J e, (a¹ ¤. ) +a¹ 8-(z)= J e- (a- e-) +a¹ 8- - 1- e+É- 8+8-é-

Ð¤ ÄÇ , ç û î h =0
e-2' ´JE} = a+ S+ a- S-2

( 1 - S+ S- )=

ø â ¡ Ã Ç £ « Lio²M lle £ Í Ä ¨ â . ç û É Ã · Ï Õ ä , â Í Ç ø û EgnctÀ - Hazm n

Ï Ó .

| e+Gt | Aµ+2.1e+G l Aµ- ´A

(1, )

- h, " . }
E ­

(16)

(18)
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¬ ­ ä4 Î ¹ ì

Ï » Ú Ú Ö ¿ Î ½Â Ä ¬ DriMeld- Sokolov ¹ ì ø ö

Ó ¬ ­ ä Ä Ç È ´ Ð ¿ â ö Ê â .
Ú ¬ Õ ä Ø Â ¨ å Drinfeld- ² kolov ß Ô µ ³

D+ Q+= L + Q+, D- Q+= 0,

D- Q- = Q- L », D+ Q- = 0.

ä Ð L Á= D¿k ¿ (z J + e¿, JL (Z¿) = K ¿ (Z¿)H , K ¿ (Z¿) =

P- a + ð £- f Ç Î â Ä Ö ÷ ¬ ¡ . ¬ ù , É ÔÑ Q¿´ É Â Ð Î ½ :

Q+= ekÕM +, Q- = M - eff- ,

M ¿= ee¿er TÀ© = 1 + È¿ (Z¿)e¿+ ¸ (Z¿)EÀ¤

ò
D+ M + M ; 1= e-d +e+= - i R (sJ e+,

M Y D- M = ed - e- = - e-FEj z-)É .

Ú Ç , Ã ë Ú ý Ú ¬ ù Ä ½¨ ø ö ¬ LiotM lle £ Í « · â
e@(z} = ezk hJ df-h..}(1 - È+ È- ) =

ø » ½ , « Ñ × Ö ÷ ¬ ¡ È ¿É Ô´ ª

È+= Ad z +) + 8+A J Z+) ,

È- = Bo(É ) + 8- B1(É ) .

ä Ð Ao, BoÇ Ñ × Ä , A z, Ò Ç £ « Ä . at ó Ã ½
,- 2 1- A UJ B,(z..) - ð AIUJ B,(É ) +a Aeb +)Bz(É ) - ð £- AEUJ a b -)
» Azb J BzUJ - ð & Aeb J BIb - ) +8- A1(ZÕ)a- B,(É ) +a a a Aeb +)a- EÔÉ )¤

¿ ° , Ò Ç ¹ » Ü Ñ Ö ¿ Î ½
¼ Ç É » Ô Ö ÷ £ « ¡ Í » Ô Ö ÷ Ñ × ¡ ¹ ì Ä .

5 ÖÛ

¾ Ä Ú î ¬ ú ý Øp ( 1|2) ° ä î ß ¨ í ¾ í Û ù ¡ Ï , Ë Ã In nov - saveliev ú ý

Ö ö ½ ¨ , Ó ¬ ­ ä Í Ö ¿ Î ½ ½ Ö Ç È Å Ö ¹ ì ö ¬ Li01EVille ½ Ì « · â . â Ö ½ ¨

È « Ø â ¨ ý ¬ Ô Æø ê ä » Ã ½ ¨ â Ä ½ ¨ ü ÷ Ô Ø æ ö ¬ Liouvine ½ Ì « · â . ø

Ò â Ö ½ ¨ ü Ý × Æã ½ ß È é ö , Ã â Ö ½ ½ ´ ¹ ì â ¹ Ã ¿ Ó ¯ Ê â Ô Ã ± Ó Ë

± . â © « Ú Ô ó Ä Ä Â Ð Ó Ô û ö .

½Â

Ë ¬ LiÞ vine « · â , â Ú «

(19)

h¿(Z¿) + 0+P++

(20)

(21)

1 - e+e-
D+e+EL e - .

(23)

« Ç â ½Ö ¨ âÍ ¬ ­ ä Î ½ Ä ¨ â ± Ó ª µ ð ´ .
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Exact Solut ion of Super L iouvine º ' odel

Y A N G a anY iIEg E f A O U u E E N Y i
( Ins i tzate of ùª dern PhF 40 , North-zmz u dterÍ y , ó ' m 710069, Osd,.a)

AM tm ct U sing Im nov& Veiiev algebraic analysis and DriM eld-º kolov Þ nsm ICHon , we

obtaine the explici t m lut ions to the m pz L i01wi lle sySt e n in m p® Þ variant form and m n -

ponm t form . Ç Ee explici t m lut ion M Ám pone zt form mducÄ natumlly h m t h Egnchi -

Ham or1 instant011 801126Þ of the tm al L iouvine equation if d i the gram u m odd Þ mp£

nenets am set equaI t0 2¿£ .

Key woEÊs m per L iotwil le nmdel , m per ak ebz± , Þ rdon naJ f ield thØ Ç
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